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Urodzeni pod dobrg data

Urodzitem si¢ 24 maja pewnego odlegtego roku i bardzo si¢ ciesze, gdy
spotykam ludzi urodzonych tego samego dnia (mniejsza o rok). Jaka mam
szanse na takich natrafi¢ w grupie, powiedzmy, 30 przypadkowo
dobranych 0séb? Jakie jest prawdopodobienstwo znalezienia sie w niej
jeszcze co najmniej jednej osoby urodzonej 24 maja?

Dla uproszczenia obliczen przyjmiemy, ze rok ma zawsze 365 dni, a kazdy
z tych dni jest tak samo prawdopodobnym dniem urodzenia dowolnej
osoby (przeciez nie znamy prawdziwych dat!). Inaczej méwiac, dla

kazdej osoby prawdopodobienstwo tego, ze urodzila si¢ ona 24 maja,

jak i dowolnego innego ustalonego dnia, jest réwne zi=, natomiast
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Umawiamy si¢, ze gdy wszystkie pojedyncze zdarzenia (zwane elementarnymi) sg réwnie
prawdopodobne, prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia ztozonego ze zdarzen elementarnych
jest stosunek liczby takich zdarzen, ktére spelniaja nasze oczekiwania, do liczby wszystkich
mozliwych zdarzen elementarnych. Na przyktad, prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby

parzystej na szesciennej kostce jest rowne %, gdyz mamy trzy mozliwe wyniki parzyste

(2, 41 6), a wszystkich mozliwych wynikéw jest szes¢.
Zacznijmy zatem od sprawdzenia szans na to, ze nikt w 30-osobowej
grupie nie urodzit sie 24 maja — oprécz mnie. Kazdy z pozostalych
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29 czlonkéw grl}py speln}a ten Warunek z praw'dopodob/le.nstyvem 5657
a prawdopodobienstwo, ze spelnia go wszyscy jednoczesnie, jest réwne

iloczynowi tych prawdopodobienstw, czyli (%)29, co jest w przyblizeniu
réwne 0,92. W takim razie prawdopodobienstwo, ze chociaz jedna osoba

urodzila sie tego samego dnia co ja, jest réwne 0,08. Mata szansa!

A jaka jest szansa, ze jakiekolwiek dwie (co najmniej) osoby
z 30-osobowej, przypadkowo dobranej grupy urodzily sie tego samego
dnia, juz niekoniecznie 24 maja? Podobnie jak poprzednio, obliczmy
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, a wiec tego, ze kazda
z tych o0s6b urodzila sie innego dnia. Jak to sie moze zdarzy¢? Pierwsza
osoba (nie ma znaczenia, ktéra uznamy za pierwsza, ktora za druga
itd.) mogla sie urodzi¢ dowolnego z 365 dni (365 mozliwosci), druga
powinna byta sie urodzi¢ w jeden z pozostalych 364 dni (364 mozliwosci),
trzecia miataby do wyboru juz tylko 363 mozliwodci, wreszcie trzydziestej
zostaloby juz do dyspozycji tylko 336 dni. Taki uktad mozna otrzymac
na 365 -364 - ...-337- 336 sposobéw, natomiast wszystkich mozliwych
ukladéw dni urodzin jest 365%°. W takim razie prawdopodobienstwo tego,
ze wszyscy cztonkowie grupy beda mieli rézne dni urodzin, jest réwne

365-364-...-337-336
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a to w przyblizeniu 0,2936. Tak wiec prawdopodobienstwo znalezienia si¢
dwbch 0s6b z tym samym dniem urodzin, wynosi nieco ponad 0,7! Duza
szansa! Nietrudno obliczyé, podobnie jak to zrobiliémy tu dla 30 oséb, ze
juz w grupie 23-osobowej prawdopodobienstwo pojawienia si¢ dwoch oséb
urodzonych tego samego dnia jest wigksze od 3.
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Pole w kropkach

Obliczanie pdl wielokatow nie zawsze bywa czynnoscia lekka i przyjemna.
Sa jednak sytuacje, kiedy do ustalenia pola dowolnego wielokata,
wypuktego lub wklestego, wystarczy umiejetnosé¢ dodawania, dzielenia
przez dwa i... dobry wzrok.

Wyobrazmy sobie, ze na ptaszczyznie z prostokatnym ukladem
wspolrzednych kazdy punkt, ktérego obie wspolrzedne sa catkowite,
zaznaczamy kropka. Otrzymujemy w ten sposéb krate pokrywajaca cala
plaszczyzne (dlatego te punkty nazwiemy punktami kratowymi), w ktorej
kazde dwa sasiednie punkty lezace na jednej prostej rownolegtej do osi
(jednej lub drugiej) sa oddalone o jedna jednostke.

Narysujmy prostokat o bokach réwnoleglych
do osi i o wierzchotkach w punktach kratowych.

jednostek

Rys. 1

Oczywidcie jego pole jest réwne mn, co oznacza,
ze prostokat sktada si¢ z mn pojedynczych
kwadracikéw o boku 1. Znajdzmy liczbe tych
kwadracikéw nieco inaczej, przyporzadkowujac
kwadracikowi np. jego gérny prawy rog.
Kazdy punkt kratowy znajdujacy si¢ wewnatrz
prostokata jest prawym gdérnym rogiem pewnego
kwadracika, wiec mamy kwadracikéw co najmniej

(m—1)(n—-1).
7 kolei sposréd punktéw kraty lezacych
na obwodzie prostokata prawymi géornymi rogami
kwadracikéw sa tylko te, ktore znajduja sie
na prawym i gérnym boku prostokata — oprécz
prawego dolnego i lewego goérnego wierzchotka —
a tych jest

m+n-—1.

Razem jest ich zatem

(m-1)(n-1)+m+n-1=mn.
Wszystko sie zgadza, co nie powinno dziwic.
Nieco dziwniejsze moze sie wydaé to, ze
w podobny sposéb mozna obliczyé¢ pole dowolnego
wielokata o wierzchotkach w punktach kraty.
Doktadniej, jesli w oznacza liczbe wewnetrznych
punktow kratowych wielokata, b liczbe punktéw
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kratowych lezacych na jego obwodzie, a
w + b 1
2

nazwiemy liczbg kropkowg tego wielokata, to
mamy twierdzenie (Picka):

Pole wielokgta jest rowne jego liczbie kropkowe;.
Aby si¢ o tym przekonaé, zauwazmy dwa fakty.

e Po pierwsze, jesli jakis wielokat mozna rozbié
na kilka mniejszych (tez o wierzchotkach
w punktach kratowych), to jego liczba
kropkowa jest suma liczb kropkowych jego
sktadowych. (Co sie dzieje z punktami
kratowymi, nalezacymi do dwoch sasiednich
wielokatéw sktadowych?) W szczegdlnosci
mozemy stad wywnioskowaé, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla dowolnego tréjkata
prostokatnego o przyprostokatnych
réwnoleglych do osi (gdyz kazdy taki tréjkat
jest potowa odpowiedniego prostokata).

e Po drugie, kazdy wielokat mozemy
swymodelowacé” | sktadajac lub odejmujac
tréjkaty prostokatne, jak na rysunku.
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Rys. 2. Pole wielokata = P1 + P> + P3 + Piys546 — Pa — Ps.

A do czego jest potrzebny dobry wzrok?
Zeby nie przegapi¢ zadnej kropkil!
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