Rozwigzanie zadania F 613.
Minimalny rozmiar katowy, rozréznialny
ludzkim okiem, to @« = h/L ~ 1073
(mozna to sprawdzi¢ samemu,

z odleglosci paru metréw jestesmy

w stanie rozrézni¢ obiekty rozmiaréw
milimetrowych). Przyjmujac, ze dlugosé
ogniskowej oka ma 2 cm (rozmiar galki
ocznej!), otrzymujemy o« = h/L ~ z/F,
z~Far2-107° m.

Maia delld

Czy tylko /2 jest liczba niewymierna?

O istnieniu liczb niewymiernych wiedzieli greccy matematycy ponad

2500 lat temu. Euklides udowodnit w ,Elementach”, ze liczba /2 jest
niewymierna, cho¢ Pitagorejczycy wiedzieli o tym i wczesniej. I moze
temu dowodowi FKuklidesa zawdzigczamy to, ze kiedy trzeba wykazaé,

ze jaka$ liczba jest niewymierna, wybiera sic w tym celu wladnie v/2.

A tymczasem mozna elementarnie udowodnié¢ niewymierno$é wielu innych
liczb. Podstawa bedzie nastepujace twierdzenie:

jesli a i n sq dodatnimi liczbami catkowitymi ¢ {/a jest liczbg wymierng,
to /a jest liczbg catkowitq.

Dowdéd twierdzenia jest prosty. Zalézmy, ze {/a jest liczba wymierna,
a wice ¢/a = L dla pewnych liczb catkowitych dodatnich [ i m;
mozemy zalozy¢, ze L jest ulamkiem nieskracalnym. Wtedy m"a = I".
Jesli m # 1, to istnieje liczba pierwsza p, ktéra dzieli m. Latwo zauwazy¢,
ze wtedy p dzieli takze [", a wigc dzieli takze [, co oznacza, ze ulamek L
mozna skrocié¢ przez p > 1 — wbrew zalozeniu. Ta sprzeczno$é¢ wykazuje,
ze musi by¢ prawdziwa réwnos$é m = 1, a wigc L jest liczba calkowita.

Korzystajac z tego twierdzenia, mozemy teraz bez trudu wykazaé, ze

dla kazdej liczby pierwszej p i dowolnej liczby naturalnej n > 1,

liczba /p jest liczbg niewymierng.

Przypuséémy, ze jest inaczej. Jedli jednak {/p = a i a jest liczbg wymierna,
to musi byé¢ — zgodnie z twierdzeniem — liczba catkowita. Wtedy p = a”,
co przeczy zalozeniu, ze p jest pierwsza (bo a > 1). Stad wniosek, ze {/p
nie jest liczba wymierna.

Nieco wiecej zachodu wymaga wykazanie, ze

dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n > 1 liczba {/n jest niewymierna.

Jak wynika z twierdzenia, jesli /n = a i a jest liczba wymierna, to

a jest liczba catkowita i n = a™. Oczywiscie gdyby a =1,ton =1

— wbrew zalozeniu. Zatem a > 2, a w konsekwencji a™ > 2". Mozna
jednak wykazaé (do czego zachecam tych, ktérzy znaja metode indukcji
matematycznej), ze

2" > n dla kazdej liczby naturalnej n,

a wiec takze dla a > 2 mamy a™ > n i réwnos¢ n = a™ nie jest mozliwa.
Znéw wnioskujemy, ze {/n liczba wymierna nie jest.

Zapraszam Czytelnikéw do samodzielnego wykazania, ze

jeslip i q sq réznymu liczbami pierwszymsi, to \/pq i \/p — /4 sq liczbamsi
nIeWYMmiernymai,

podobnie jak \/n(n+1)ivn+1—/n dla dowolnej liczby caltkowitej
dodatnie;j.
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