O wieloécianach wiekszych i mniejszych

O wielodcianach foremnych styszeliémy w szkole,

a niektérzy z nas nawet pamigtaja, ile ich jest. Juz

w starozytnoséci Platon udowodnil, ze wypuktych
wielodciandw foremnych jest dokladnie pigé. Stad

czesto méwi sig o nich bryly platoriskie. Chodzilo mu,
oczywicie, o bryly tréjwymiarowe, ktérych sciany sg
wielokatami foremnymi, a naroza sa przystajace. Jednak
Platonowi do glowy nie przyszlo, ze wielosciany moga
mieé¢ swoje odpowiedniki w innych wymiarach, wige tym
bardziej nie udato mu si¢ ich policzy¢. Sprobujmy to
zrobié za niego.

Najpierw sprecyzujemy, czym si¢ bedziemy zajmowac.
W wypuklym wielogcianie foremnym wszystkie sciany
musza by¢ takimi samymi wielokatami foremnymi i katy
miedzy dowolnymi parami sasiednich §cian musza by¢
takie same. Przykladem pospolitym jest szescian, czyli
kostka (cho¢ bez kropek na $cianach). Tu kazda sciana
jest kwadratem, a kat miedzy sasiednimi Scianami jest
prosty. Szeécianami mozna wypelni¢ cala przestrzen
tréjwymiarows, tak jak plaszczyzne da sig pokry¢
kwadratami. Poréwnanie jest nieprzypadkowe, bo
wlaénie kwadrat jest dwuwymiarowym odpowiednikiem
szedcianu. A kwadrat to przeciez cztery odcinki réwnej
dlugoéci z katem prostym miedzy nimi. Mamy wigc
jeden dwuwymiarowy ,wieloscian”, a inne?

Czworoécian to piramida o tréjkatnej podstawie,

w ktérej wszystkie krawedzie (trzy podstawy i trzy
boczne) sa réwnej diugosci, a jego ,mtodszy brat”

2 plaszczyzny to, oczywiscie, tréjkat réwnoboczny. Stad
pomysl, ze za nizejwymiarowy wielocian przyjmujemy
wypukly figure plaszczyzny, ktérej wszystkie boki

sa réwnej dtugodci, a katy miedzy nimi takie same.
Dostajemy wielokaty foremne. Takich jest bardzo duzo,
bo dla kazdego n > 3 istnieje n-kat foremny. Ale o tym
Platon wiedzial.

Jezeli érodek kazdego boku n-kata potaczymy

ze $rodkami sgsiednich bokéw, to otrzymamy figure
dualng do pierwotnego n-kata, bedaca zreszty tez
n-katem, ale mniejszym. Czy mozemy tak postapi¢

z wieloécianami? Jezeli polaczymy srodki wszystkich
$cian czworoécianu foremnego, to otrzymamy mniejszy
czworoécian. Ale ten sam zabieg wykonany na szescianie
da nam oémioécian foremny, a wykonany drugi raz daje
znowu szedcian. Sa to wige bryly wzajemnie dualne.
Podobnie dualne sa dwunastoscian i dwudziestoscian.

Teraz poszukamy wyzejwymiarowych czlonkow
wielodcianowego bractwa. Zaczniemy od najprostszego
przedstawiciela. Aby zbudowaé tréjkat rownoboczny,
musimy mieé trzy odcinki réwnej diugodci, do obu
konicéw jednego z nich przyczepiamy pozostale dwa.
To mozemy zrobié na prostej, ale w nastepnym kroku
wyginamy skrajne odcinki, az si¢ spotkaja, tworzac
tréjkat. Podobnie tworzymy czworoécian: do wszystkich
trzech bokéw tréjkata réwnobocznego doklejamy

po jednym tréjkacie, ktére nastepnie podnosimy

z plaszczyzny, az si¢ spotkaja przy wierzcholku.
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Idzmy za ciosem i do kazdej Sciany czworoscianu
(podstawy) doklejmy po jednym czworo$cianie. To sig
na razie mieéci w trzech wymiarach. Teraz ,wyginamy”
z przestrzeni (77) wszystkie cztery czworoéciany boczne,
az sie spotkaja przy wspolnym wierzchotku. Tak
otrzymaliémy pieciobryl foremny. W kazdym z pieciu
wierzcholkéw schodza sie cztery czworodciany, a figura
dualna, powstala z polaczenia grodkow wszystkich
czworo$cianéw, jest tez pieciobryt.

Jezeli zdefiniujemy wypukly wielobryt foremny tak:
jest to figura wypukla, ktérej wszystkie tréjwymiarowe
JSciany” sq takimi samymi wieloScianami foremnymi
oraz wszystkie kqty miedzy sqsiednimi wieloScianami
sq takie same, to zobaczymy (7), ze pieciobryt jest
tego dobrym przykladem (o ile wiemy, jak mierzy¢
katy miedzy wielo$cianami). Ale p6jdzmy dalej:
mozemy jeden pieciobryl oblepi¢ pigcioma innymi,
wygiaé je i otrzymac cod, co miesci sig dopiero

w pieciu wymiarach. Mozemy wiec zdefiniowac
n-wymiarowy wielo$cian foremny tak, ze jego
Sciany” sa (n — 1)-wymiarowymi wieloscianami.

W najprostszym przypadku jest to n-sympleks, tzn.
trojkat to 2-sympleks, czworoscian to 3-sympleks,
pieciobryl to 4-sympleks. itd. Wszystkie sa samodualne.

Inna nieskomplikowana figura jest kwadrat, ktéry
powstaje z przesuwania odcinka w kierunku
prostopadtym do prostej, na ktorej lezy. Podobnie,

jedli bedziemy przesuwaé kwadrat prostopadle do
zawierajacej go plaszczyzny, to otrzymamy szescian.

I dalej: przesufimy szescian w kierunku prostopadlym
do zawierajacej go przestrzeni i dostaniemy hiperkostke.
A co to jest? Figura zlozona z oémiu szeScianéw, po
cztery w kazdym wierzchotku. A jak to wyglada? Ma
dwie réwnolegle podstawy-szesciany i szes¢ bocznych
szeécianéw. A jak to zobaczy¢? Zwykly szescian mozna
zrobi¢ za pomoca dwuwymiarowej siatki, np. w ksztalcie
krzyza ztozonego z szesciu kwadratéw (rys. la).
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Odpowiednio sklejajac boki kwadratow, dostajemy

kostke (rys. 1b). D o
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Podobnie mozemy wykonaé tréjwymiarowa siatke
zlozona z o$miu szedciandéw, zwana tesseraktem.
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Rys. 2

Teraz trzeba tylko odpowiednio posklejaé szesciany
wzdtuz kwadratow i hiperkostka gotowa.

Ale dlaczego mieliby$my na tym poprzesta¢? Czemu
nie popychaé¢ powstatej hiperkostki w jeszcze innym
kierunku, tworzgc hiperhiperkostke? Mozna tak
dowolnie wiele razy, a to, co dostaniemy po n takich
ruchach, to kostka n-wymiarowa, ktéra oznaczamy

I™, i ktéra jest Sciana w kostce (n + 1)-wymiarowe].
Dosy¢? A skadze! Przeciez sze$cian ma bryle dualng —
o$mioscian. Podobnie, jesli potaczymy srodki wszystkich
oémiu szedciandéw w hiperkostce, to dostaniemy cos,

co ma osiem wierzchotkéw. Jest to szesnastobryt
foremny, zbudowany z szesnastu czworoscianéw, po
osiem w kazdym wierzchotku. Oczywiscie, srodki tych
czworoscianéw wyznaczaja wierzcholki hiperkostki.
Konstrukcja nie powinna by¢ za trudna. Aby otrzymaé
zwykly o$miodcian, mozna sklei¢ dwie piramidy wzdiuz
kwadratowych podstaw.
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Wykonujemy na plaszczyznie siatke z czterech trojkatow
réwnobocznych (rys. 3) i sklejajac dwie krawedzie,

dostajemy piramide, ktorej podstawa A BCD nadal lezy
w jednej plaszczyznie. Podstawa niby jest kwadratem,

Rys. 3
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ale tak naprawde jest figura dualna do kwadratu.
Laczymy z druga piramida i mamy o$mioScian.
Podobnie, w trzech wymiarach robimy siatke z o$miu
czworoécianéw. Po sklejeniu odpowiednich Scian

w przestrzeni pozostanie podstawa w ksztalcie
oémiogcianu, wzdtuz ktérego doklejamy druga taka
figure (rys. 4).
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Rys. 4

(Topolodzy zauwaza, ze oSmioscian jest zawieszeniem
kwadratu, a 16-bryt jest zawieszeniem oémio$cianu.

W jeszcze wyzszych wymiarach ta konstrukcja nadal
dziala: figura dualna do kostki I" jest zawieszeniem
figury dualnej do I"~1.) Wyobrazmy sobie, ze

na hiperkostce opisaliémy (hiper)sfere. W te sama
sfere wpiszmy 16-bryl foremny w taki sposéb, ze

jego przekatne sa prostopadle do ,$cian” hiperkostki.
Wéwezas wierzchotki obu bryl (a jest ich 16 + 8 = 24)
sa wierzcholtkami figury zwanej 24-brylem foremnym.
Sktada sie ona z dwudziestu czterech o$miodcianéw
foremnych, po sze$¢ w kazdym wierzchotku, sklejonych
z soba tak, ze kwadraty, bedace ich réwnikami,
wyznaczaja $ciany (dwuwymiarowe) w hiperkostce.

Te figure trudniej sobie wyobrazié¢, gdyz nie ma
swojego odpowiednika w nizszych wymiarach ani
zreszta w wyzszych. Fakt, ze ta samodualna figura jest
charakterystyczna tylko dla czwartego wymiaru, jest
konsekwencja tego, iz krawedz I'* ma taka sama dlugosé
jak promien sfery opisanej na tej hiperkostce.

Wérédd wieloécianéw tréjwymiarowych jest dualna
para o stosunkowo duzej liczbie Scian, mianowicie
dwunasto- i dwudziestoscian. Czy w przestrzeni
czterowymiarowe] tez istnieje podobna para? Tak.
Poza czterema wyzej opisanymi wielobrylami, mozna
jeszcze zbudowaé figure o stu dwudziestu brylach
oraz figure do niej dualna o szesciuset(!) brytach.

Ten pierwszy to 120 dwunastoscianéw foremnych, po
cztery w kazdym wierzchotku, ten drugi za$ to 600
czworoécianéw, po dwanascie przy wierzcholtku. Az
strach pomyéleé, jakie potwory kryja sie w wyzszych
wymiarach. Otéz wymiary od piatego w gére sa,
niestety, ubogie: poza n-sympleksem, kostka I" oraz
bryta do niej dualna nie ma zadnych wypuktych
wielodcianéw foremnych. A szkoda. Widzimy wigc, ze
Platonowi nie udalo si¢ znalezé¢ zaledwie trzech nowych
bryt: samodualnego 24-brytu oraz dualnej pary o stu
dwudziestu i szedciuset brylach, wystepujace wylacznie
w czterech wymiarach. Trzy z jego wieloScianéw -
czworoscian, szeécian i o$miodcian — to przedstawiciele
dhugiego, nieskonczonego rodu hiperbryl foremnych.



