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Rozwigzanie zadania M 1137.
Wybieramy dowolng osobg¢. Nast¢pnie
dolaczamy do niej jedna osobe, ktéra jej
nie zna. Do tak uzyskanej pary dolaczamy
trzecig osobe, ktéra nie zna zadnej z tych
dwéch oséb. Dalej dotaczamy do tej tréjki
czwartg osobe, ktora nie zna nikogo z tej
tréjki, itd.

Wykonujac to postgpowanie n-krotnie
uzyskujemy grupe n oséb, w ktorej
zadna nie zna zadnej innej osoby z tej
grupy. Poniewaz wéréd dowolnych
dziesigciu 0s6b istnieje trojka znajomych,
wiec n < 8. Innymi stowy, opisane
postepowanie musi zakonczy¢ si¢ po co
najwyzej oSmiu krokach. Zatem kazda

z 0s6b nienalezacych do wybranej grupy
zna przynajmniej jedna osobe z wybranej

grupy.

Jesli n < 8, to uzupelniamy wybrang
grupe¢ dowolnie do o$miu oséb uzyskujac
osiem o0s6b spelniajacych warunki
zadania.

*Student I roku matematyki na
Uniwersytecie Jagiellonskim.

O cyklach i klikach Tomasz WARSZAWSKI*

Rozwazmy n osob, ktére spotkaly sie na pewnym przyjeciu. Niektére z nich
sg znajomymi. Mozemy pytac, na przyktad, ilu go$ci mozna posadzi¢ przy
okraglym stole tak, by kazdy siedzial obok swoich znajomych? Albo tez
czy istnieje na przyjeciu liczna grupa takich osob, ze kazde dwie z tej grupy
sie znaja? Moze to przeciez utrudni¢ zawieranie nowych znajomogéci. Takie
zagadnienia wygodnie jest bada¢ w jezyku teorii graféw.

Utwérzmy graf, ktérego wierzchotki beda reprezentowaé gosci. Dwa wierzchotki
taczymy krawedzia, jesli odpowiednie osoby znaja sie nawzajem. Pierwsze

z powyzszych pytan rownowazne jest szukaniu cykli prostych w tym grafie,
drugie badaniu klik. Cyklem (prostym) w grafie nazywamy taki ciag (z1,...,xk)
(k > 3) zlozony z réznych wierzcholkéw grafu, ze x; jest polaczony krawedzia

Z T(i41ymodk dlai € {1,2,...,k}. Szezegdlnym przypadkiem cyklu jest cykl
Hamiltona, zlozony z wszystkich wierzchotkéw grafu. Wybierzmy pewien
podzbidr wierzchotkéw i te krawedzie oryginalnego grafu, ktére konce maja tylko
w wybranych wierzchotkach. Otrzymalidémy pewien podgraf grafu wyjsciowego.
Jezeli jego dowolne dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia, to taki podgraf
nazywamy klika. W pracy zajalem si¢ szukaniem warunkéw, przy ktorych

w grafie znajomodci pojawiaja sie cykle i kliki.

Pierwszy warunek jest zwiazany z nastepujacym twierdzeniem Turana:

Jezeli w grafie znajomosci o n wierzcholtkach kazda klika ma co najwyzej m
wierzcholkéw, to liczba E znajomosci (krawedzi) w tym grafie spelnia nieréwnosé

m—1

E < n?.

m
Nierownos¢ te mozna stosunkowo tatwo udowodni¢ indukcyjnie, a wynika z niej
nastepujacy warunek dostateczny na pojawienie si¢ w grafie znajomosci kliki
o (m + 1) wierzcholkach: wystarczy, by krawedzi w tym grafie bylo wiecej niz
(m—1)n?

2m .
Przejdzmy teraz do cykli w grafach znajomosci. Warunek istnienia cyklu
Hamiltona daje nastepujace twierdzenie Orego:

Danych jest n 0séb, przy czym dla kazdej pary nieznajgcych sie 0sob suma liczby
znajomych obu 0sob wynosi co nagmniej n. Wowczas mozna wszystkie osoby
ustawic w cykl Hamiltona.

Kolejne twierdzenia dotycza pojawienia sie w grafie cyklu, o ktérym nie wiemy,
jaka dokladnie ma dlugosé.

Zalozmy, Ze w grupie n > 5 0s6b wsrod dowolnych trzech pewne dwie znajg sie.
Wéwezas sposrdd tych 0séb mozna wybraé nie mniej niz n/2 0sdb i posadzié je
przy okrgglym stole tak, aby kazdy siedzial miedzy dwoma swoimi znajomymi.

Zalozmy, Ze w grupie n > 3 0s6b jest co najmmniej n znajomosci. Wowczas w tej
grupie znajdzie sie pewien cykl.

Nierozstrzygniete pozostaje nastepujace zagadnienie: jaka jest najmniejsza liczba
krawedzi, jaka trzeba narysowaé¢ w grafie o n wierzchotkach, by mieé¢ pewnosé,
ze znajdziemy w nim 4-wierzchotkowy cykl? Wiadomo, ze zawsze wystarczy

|5 (1 + +/4n —3)| + 1, ale dla duzych n nie jest to optymalne oszacowanie.

Kolejne warunki sg zwiazane z tzw. liczbami Ramseya. Rozwazmy graf pelny, tj.
taki, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa polaczone dokladnie jedna krawedzia.
Wyobrazmy sobie, ze kazda krawedZ w grafie mozemy pomalowaé¢ na niebiesko
lub czerwono. Ustalmy ponadto liczby naturalne k i [. Pytanie wiec jest takie:
jakie jest najmniejsze takie n, ze przy dowolnym pokolorowaniu krawedzi grafu
pelnego o n wierzchotkach pojawi sie niebieska klika o k wierzchotkach lub
czerwona o | wierzcholtkach? Takie n oznaczamy przez R(k,l). Zauwazmy, ze
jezeli na przyjeciu jest co najmniej R(k,[) gosci, to mozemy znalezé grupe
zlozong z k o0séb, w ktorej kazde dwie znaja si¢ nawzajem lub istnieje grupa
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Liczba Ramseya

Oszacowanie gérne

R(m, n) (e
R(3,3) 6
R(3,4) 9
R(3,5) 14
R(3,6) 19
R(4,4) 18
R(4,5) 31
R(4,6) 50
R(5,5) 62
R(5,6) 111
R(6,6) 222

-]

Rozwigzanie zadania M 1135.
‘Wiéréd dowolnych 26 kolejnych

liczb naturalnych jest doktadnie 13

liczb parzystych i 13 nieparzystych.
Wséréd dziesieciu wybranych liczb jest
nieparzysta liczba liczb nieparzystych.
Zatem wsréd pozostalych szesnastu liczb
jest parzysta liczba liczb nieparzystych.
Stad wynika, ze suma pozostalych
szesnastu liczb jest parzysta, a wigc jest

liczbg zlozona.

ztozona z [ 0séb, w ktérej zadne dwie nie sg znajomymi. Analogicznie,

majac do dyspozycji a koloréw, definiujemy dla liczb naturalnych k1, ...k,
liczby Ramseya R(kq,...,kq). W przypadku gdy k1 = ks = ... =k, = 3,
R, = R(k,...,kq) jest najmniejsza taka liczba, ze przy dowolnym pomalowaniu

krawedzi grafu pelnego o R, wierzchotkach a kolorami zawsze dostaniemy
co najmniej jeden trojkat o bokach w tym samym kolorze. Korzystajac

z zasady szufladkowej i indukcji, dowodzi sie, ze R, < x,, gdzie z1 = 3
1Ty =0a Te_1—a+2dlaa>2.

Powr6éémy jednak do liczb R(k,1). Mamy oczywiscie R(k,2) = k oraz
R(k,1) = R(l, k). Fundamentalna nieréwnoscia, ktéra dotyczy liczb Ramseya jest
nierownosc¢:
R(k,1) < R(k,1— 1)+ R(k — 1,1).
7 niej i z warunku poczatkowego tatwo wyprowadzié, ze

k+1-2
<
ren < (7107

To jednak nie wszystko. W swojej pracy pokazalem, ze gdy mamy dane
oszacowania R(m,n — 1) < C oraz R(m — 1,n) < D, gdzie C' i D sa parzyste,
to oszacowanie R(m,n) < C' + D mozemy poprawié¢ na

R(m,n) < C+ D —1.

Wynikajace z tego faktu oszacowania niewielkich liczb Ramseya pokazuje
tabelka obok.

Wiecej informacji o liczbach Ramseya i ich lepsze oszacowania mozna znalezé
na stronie http://mathworld.wolfram.com/RamseyNumber.html.

Nastepujacy problem wydatl mi si¢ bardzo ciekawy. Jest on analogiczny

do problemu liczb Ramseya, jednak pojawia sie w nim dodatkowe zatozenie

o nieparzystosci cykli. Zal6zmy znéw, ze w danym grafie pelnym o n
wierzchotkach kazda krawedZ pokolorowano jednym z a koloréw. Jakie jest
najmniejsze n = n(a), przy ktérym po dowolnym takim pokolorowaniu pojawi
sie nieparzysty (tzn. o nieparzystej liczbie wierzchotkéw) cykl o wszystkich
krawedziach w jednym kolorze? Okazuje sie, ze ta ,nieparzystos¢” umozliwia
podanie konkretnej odpowiedzi (w przypadku liczb Ramseya znane sa

w wiekszosci tylko oszacowania):

n(a) = 2%+ 1.

W swojej pracy zajmowalem si¢ takze badaniem istnienia cykli w grafach
turniejowych, czyli grafach pelnych, ktére ponadto sa skierowane. Oznacza to,

ze dla kazdej krawedzi okreslono, ktéry wierzchotek jest jej poczatkiem, a ktory
koncem. Graficznie oznaczamy to za pomoca strzatki. Graf turniejowy mozna
interpretowac jako zapis wynikow turnieju, w ktérym kazdy zagral z kazdym
doktadnie raz i nie bylo remisow. Strzatki na krawedziach wskazuja zwycigezcow
kazdej rozgrywki. Od cykli w grafie skierowanym zadamy dodatkowo, aby
poczatkiem krawedzi taczace] i z T(i+1) moar bylo x;. Na zakonczenie chcialbym
podaé¢ warunek na istnienie cyklu Hamiltona w grafie turniejowym. Zanim
jednak o nim bedzie mowa, spdjrzmy na ponizszy tatwy lemat:

Dla kazdego grafu turniejowego zachodzi co najmniej jeden z przypadkow:

a) mozna wszystkich zawodnikéw podzieli¢ na niepuste rozlgczne podzbiory A i B
takie, ze kaZdy zawodnik z A wygral z kazdym zawodnikiem z B,

b) istnieje w tym grafie 3-cykl.
Uzywajac tego lematu, dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:

Dla kazdego grafu turniejowego nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) nie istnieje podzial wszystkich zawodnikow na niepuste rozlgcezne podzbiory A
1 B takie, Ze kazdy zawodnik z A wygral z kaZdym zawodnikiem z B,

b) wszystkich zawodnikéw mozna ustawié w cykl Hamiltona.
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