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Przypomnienie. W Delcie 9/2007 zajmowali$my si¢ dwoma problemami: RMQ
i LCA. Przypomnijmy, ze problem LCA (Lowest Common Ancestor) polega

na zbudowaniu struktury danych, ktéra dla danego drzewa pozwoli szybko

(w czasie O(1)) odpowiadaé na zapytania o najnizszego wspélnego przodka
danych dwéch wierzchotkéw. Z kolei w problemie RMQ (Range Minimum
Query) poszukujemy takiej struktury, ktéra pozwoli dla danego ciagu ay, ..., a,
szybko odpowiadaé¢ na zapytania RMQ(i,7) o minimalny element fragmentu
ciaggu a;, Gijy1, - .., a;-1,a;, wyznaczonego przez i-ty i j-ty jego wyraz.

Udowodnilismy, ze te dwa problemy sa réwnowazne, a dowdd polegal

na pokazaniu liniowego sprowadzenia problemu RMQ do LCA dla pewnego
drzewa, a nastepnie problemu LCA do RMQ dla pewnego ciagu. W tym
numerze — zgodnie z zapowiedzia — zaprezentujemy efektywne rozwiazanie
problemu RMQ), ktére na mocy powyzszych rozwazan bedzie jednoczesnie
rozwiazaniem problemu LCA. W celu uproszczenia dalszego wywodu bedziemy
zakladad, ze dlugos$¢ analizowanego ciagu (n) jest potega dwdéjki; nie jest to
duze ograniczenie, gdyz w przeciwnym przypadku mozemy cigg uzupeinic,

na przyktad, zerami do uzyskania odpowiedniej dtugosci, co nie spowoduje
nadmiernego jego wydtuzenia.

Pierwsze podejscie. Na poczatek skupimy sie na spéjnych fragmentach ciggu
ai,...,a, (bedziemy je odtad nazywaé segmentamsi), ktérych liczba elementéw
jest potega dwdjki i sprobujemy dla kazdego z nich wyznaczyé minimalny
element. Zastanéwmy sie najpierw, ile jest takich segmentéw w naszym ciagu.
Liczba réznych poteg dwdjki nie wiekszych od n jest rzedu logn, a dla kazdej
dtugosci mamy co najwyzej n odpowiadajacych jej segmentéw, co daje taczna
liczbe O(nlogn).

Segmentéw diugosci 1 mamy n i wynik dla kazdego z nich to po prostu zadany
element (RMQ(i,7) = a;). Kazdy segment dlugosci 2 sklada sie z dwéch
sasiadujacych ze soba segmentow dlugosci 1, wiec dla kazdego z nich jako
minimum wybieramy mniejsze z miniméw odpowiednich segmentéw diugosci 1
(RMQ(i,i+ 1) = min(RMQ(i,7), RMQ(i + 1,7+ 1))). To postepowanie
kontynuujemy dla kolejnych dtugosci: minimum z segmentu dtugosci 2¢

liczymy jako minimum z miniméw segmentéw dtugoéei 2071, ktére sie sktadaja
na rozwazany wiekszy segment (rys. 1). Ostatecznie dla kazdego z rozwazanych
segmentow obliczyliémy wynik w czasie stalym, co daje taczng zlozonos¢ tej fazy
algorytmu réwna O(nlogn).

Po wykonaniu wstepnych obliczen mozemy teraz udziela¢ odpowiedzi

na zapytania o RMQ dowolnego segmentu S ciggu. Wystarczy znalezé
najwieksza wartos¢ potegi dwojki 2™, nie wigksza od dlugosci rozwazanego
przedziatu (zlozonoéé czasowa O(logn)), a nastepnie jako wynik przyjac
minimum z wynikéw dwéch nachodzacych sie segmentow dlugosci 2™, ktore
pokrywaja caly rozwazany segment (rys. 2). Mozemy dla kazdej dtugosci
segmentu od 1 do n obliczy¢ na wstepie najwieksza wartos¢ potegi dwdjki
nie wigksza od niej w lacznej zlozonosci czasowej O(nlogn). W ten sposéb
zlozono$é czasowa wstepnych obliczen w takim algorytmie bedzie O(nlogn),
a kazde zapytanie bedziemy mogli obstuzyé w zlozonosci czasowej O(1).

Otrzymany algorytm jest bardzo szybki i wystarczajacy dla wiekszosci
praktycznych zastosowan. My jednak zajmiemy sie jego doskonaleniem, dazac
do algorytmu, wykonujacego jedynie O(n) wstepnych obliczen i obstugujacego
zapytania w czasie statym.

Wiasciwy algorytm. W celu rozwiazania problemu RMQ sprowadzamy go

w liniowej ztozonosci czasowej do problemu LCA. Nastepnie, réwniez w liniowe]j
ztozonosci czasowej, wykonujemy sprowadzenie otrzymanego LCA z powrotem
do RMQ. Nasze postepowanie z pozoru wydaje sie nie przynosié¢ zadnych
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Rozwigzanie zadania M 1186.
Przyjmijmy, ze nieskonczony ciag a, = I,zl
(n=1,2,...), gdzie z,, > 0, spelnia
warunki zadania. Liczba

.’I:iJrl — ’I‘i = (Tnt1 — Zn)(Tnt1 + Tn)
jest liczba pierwszg lub kwadratem liczby

pierwszej, a ponadto
0< ZTpy1 —xn < Tpt1+ Tn-
Wobec tego xp41 — xn = 1, czyli
Tn =x1 +n—1.
Stad obliczamy

2 2
Tnt1 ~ Tn

=Tpi41 + Ty =221 +2n —1
dlan=1,2,.... Zatem gdyby ciag

(an) byl nieskonczony, to kazda liczba
nieparzysta wieksza lub réwna 2x; — 1
bytaby liczba pierwsza lub kwadratem
liczby pierwszej. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi, ze rozpatrywany ciagg musi by¢
skonczony.

korzysci, gdyz w jego efekcie znajdujemy sie w punkcie wyjscia — przeszliSmy

z jednego problemu RMQ do innego. Sa to jednak tylko pozory: koncowe
zagadnienie RMQ nie jest wszakze tym, od ktérego rozpoczynalismy, a ma
jedna bardzo istotna wlasno$é: w otrzymanym ciagu réznica kolejnych dwéch
elementéw wynosi 1 albo —1. Wynika to z faktu, ze wynikowy ciag sktada sie

z wysokosci kolejno odwiedzanych w algorytmie przeszukiwania weztéw drzewa.
7 kolei w zadnym kroku przeszukiwania nie wystepuja ,,przeskoki” — za kazdym
razem z danego wierzchotka przechodzimy albo do jego ojca, albo do jednego

z jego synow.

Podzielmy otrzymany cigg a na fragmenciki o dlugosci logn kazdy (spos6b

doboru tej wartosci wyjasni sie dalej). Dla kazdego fragmencika obliczymy
minimum z elementéw, ktére go tworza i z tych miniméw utworzymy nowy
ciag b o dlugosci 102%. Kazdy segment S w a sklada sie z pewnej liczby catych
fragmencikéw oraz maksymalnie dwoch kawatkéw fragmencikow — mozliwe
sposoby takich rozkltadow sa przedstawione na rysunku 3. Odpowiadanie

na zapytania RMQ dla ciagu a mozemy zatem w duzej mierze sprowadzié¢

do RMQ dla b, o ile zalozymy, ze bedziemy jakos$ potrafili osobno zajaé sie
maksymalnie dwoma niepelnymi fragmencikami na brzegach. Dla ciagu b
mozemy sobie pozwoli¢ na wykonanie wstepnych obliczen poprzednio
otrzymanego algorytmu — zlozono$é¢ czasowa tego kroku bedzie réwna
O(mlogm), gdzie m = 1()2;” to dlugosé ciagu b. Wykonujac podstawienie
(i pomijajac staly czynnik 2), otrzymujemy zlozonos¢:

oL 10g -2 —o-
logn logn logn

W tym szacowaniu istotne bylo, ze dtugosé pojedynczego fragmencika ciagu
jest logarytmicznego rzedu, co daje czesciowe uzasadnienie takiego a nie innego
wyboru jej warto$ci. W powyzszym rozumowaniu pominelismy kwestie zamiany
opisu segmentu S w ciggu a do segmentu S’ w b, odpowiadajacego pelnym
fragmencikom sktadajacym sie na S; nietrudno jednak zauwazy¢, ze te operacje
mozna wykonaé¢ w czasie stalym za pomoca kilku prostych wzoréw (dokladny
opis pozostawiamy Czytelnikowi).

log n> = O(n).

Pozostal nam do rozpatrzenia sposob wyznaczania minimum z kawalkdw
fragmencikéw, ktérych maksymalnie dwa otrzymujemy przy kazdym zapytaniu.
Nie mozemy tego kroku wykonywac sitowo, gdyz wowczas obstuga zapytan
RMQ wymagalaby pesymistycznie wykonania logn operacji, czyli nie miataby
zadanej zlozonosci czasowej O(1). Zastandéwmy sie wiec, ile jest istotnie réznych
rodzajow fragmencikow, jakie moga powstaé¢ przy podziale naszego ciagu. Kazdy
taki fragmencik jest wyznaczony jednoznacznie przez swéj element poczatkowy
oraz przez ciag zlozony wylacznie z jedynek i minus jedynek, bedacy ciagiem
réznic miedzy kolejnymi elementami fragmencika. Liczba réznych ciagow

zlozonych z 1 i —1 o dlugoéci 10%" —1 to:
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Kazdy taki fragmencik mozemy opisaé¢ jednoznacznie przez jedna liczbe
catkowita miedzy 0 a %\/ﬁ — 1, ktérej cyfry w uktadzie dwdjkowym determinuja,
czy odpowiednie réznice kolejnych elementéw fragmencika sa réwne jeden,

czy minus jeden. Dla kazdego spdjnego kawaltka kazdego typu fragmencika
mozemy teraz sitowo wyznaczy¢ minimum przy zalozeniu, ze pierwszy element
fragmencika jest réwny 0; koszt czasowy wykonania takiego obliczenia to iloczyn
liczby réznych mozliwych fragmencikow przez szescian z dlugosci fragmencika,
czyli O(y/n(logn)?) = O(n). Wszystkie otrzymane wartosci mozemy — dzieki
prostej numeracji réoznych fragmencikéw — spamieta¢ w trojwymiarowej tablicy
(jej wymiary to typ fragmencika oraz poczatek i koniec jego kawalka), co

da nam staly koszt odwolania sie do pojedynczej jej komérki. To pokazuje
takze, skad sie wzial czynnik % w dobranej przez nas dlugosci pojedynczego
fragmencika: dzieki niemu zlozono$¢é czasowa wyznaczania opisanej tablicy
pomocniczej nie jest wieksza niz liniowa.

2(10%_1) = 1
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Na podstawie tak przeprowadzonych wstepnych obliczen mozemy juz sobie
poradzi¢ z obstuga niepelnych fragmencikéow. Na poczatku dla kazdego
fragmencika w ciggu a wyznaczamy jego typ (liczbe calkowita od 0 do 3/n —1)
oraz poczatkowy element. Przy obstudze zapytania identyfikujemy jeden lub
dwa niepelne fragmenciki, sktadajace si¢ na segment S z zapytania, nastepnie
na podstawie ich typéw i tego, jakie ich kawalki sa zawarte w S, za pomoca
pojedynczych odwotan do wyzej skonstruowanej tablicy wyznaczamy szukane
minima. Poniewaz byly one obliczone przy zalozeniu, ze poczatkowy element
fragmencika jest réwny 0, to musimy je przeskalowaé o faktyczne poczatkowe
elementy rozwazanych fragmencikow. Za pomoca kilku prostych wzoréw mozemy
z opisu zapytania w czasie stalym wyluskaé¢ potrzebne nam parametry dotyczace
skrajnych fragmencikéw i ich kawalkéw, ktére sa zawarte w segmencie, zatem
caly ten krok moze zosta¢ wykonany dla kazdego zapytania RMQ w zlozonosci
czasowej O(1). Laczny czas wszystkich wykonanych po drodze wstepnych
obliczen jest liniowy wzgledem n, co pokazuje, ze otrzymaliémy algorytm,
dzialajacy tak szybko, jak chcieliSmy. Jest to zarazem najszybszy algorytm

na jaki mozna bylo praktycznie liczy¢ (nie sposéb sobie wyobrazi¢ istnienia
algorytmu o asymptotycznie mniejszej niz liniowa zlozonosci czasowej wstepnych
obliczen), mozemy zatem uznad, ze znalezliémy najlepsze mozliwe rozwiazanie
zar6wno problemu RMQ), jak i LCA.

Empiryczne badanie uogélnionej wersji gry Hamleta

LoHo

Andrzej WALAT

W pazdziernikowym numerze Delty rozwazaliSmy nastepujaca gre. Losujemy

litery ze stynnej kwestii Hamleta: to be or not to be (by¢ albo nie by¢)

tak dlugo, az otrzymamy dwuliterowe stowo to; za kazde wylosowanie litery

placimy ztotowke, ale na koncu, po uzyskaniu stowa to otrzymujemy nagrode

n zlotych. UstaliliSmy, ze aby gra byla oplacalna, warto$¢ nagrody n powinna

by¢ wigksza niz $rednia liczba losowan, jakie trzeba wykonaé, by otrzymacé stowo
13 13 _

to. Obliczylismy, ze teoretyczna wartos¢ tej sredniej to 7 = 3 - 3 = % ~ 14,08.

Tym razem zajmiemy sie innymi wariantami gry Hamleta. Na poczatek
przyjmijmy, ze naszym docelowym slowem jest oo i obliczmy $redni czas
oczekiwania na to stowo (tj. srednia liczbe losowan, jakie trzeba wykonad,

by otrzymaé oo). W tym przypadku gra Hamleta jest réwnowazna losowej
wedrdwce pionka po planszy przedstawionej na rysunku 1 od pola poczatkowego
x do pola konicowego oo,

Rys. 1

a odpowiedni uktad rownan liniowych ma nastepujaca postac:
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