Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Na najnowszym plakacie SEM widnieje dwanascie konfiguracji geometrycznych, ktérych
wspdélng cechg jest to, ze narysowane czerwone proste przecinaja sie w jednym punkcie
(zob. oktadka). W niniejszym tekscie proponujemy cztery metody, ktére mozna wykorzystaé
do dowodu tej wlasnosci, jak réwniez wskazowki utatwiajace ich zastosowanie.

e Rozwiazujac zadania, ktérych ilustracje stanowi pierwszy wiersz plakatu,
warto pamiegtac¢ o tym, kiedy na czworokacie wypuklym mozna opisa¢ okrag.

Spojrzmy na srodkowy z rysunkéw pierwszego wiersza plakatu (i réwniez na
rysunek 1). Aby wykazaé, ze proste M D, BK i C'L przecinaja sie w jednym
punkcie, nalezy zauwazy¢, iz punkt P, w ktérym przecinaja sie proste M D

i BK, lezy jednoczes$nie na okregu opisanym na kwadracie ABC'D oraz na
okregu opisanym na kwadracie AKLM. Woéwczas < LPM = < LAM = 45° (jako
katy wpisane oparte na tym samym luku). Podobnie < DPC = < DAC = 45°.
Stad < LPM = < DPC, czyli punkty L, P, C' sa wspotliniowe.

e W kolejnych trzech zadaniach przydaje si¢ trygonometryczna wersja
twierdzenia Cevy, w ktérej klasyczny warunek dotyczacy dlugosci wektoréw jest
zastapiony przez warunek wiazacy sinusy pewnych katow:
jesli w trojkgcie ABC punkty K, L, M lezg odpowiednio na prostych BC, C A
1 AB, to proste AK, BL i CM przecinajq sie w jednym punkcie lub sq réwnolegle
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

sinay sinf;  siny _

sinag  sinfFs  sinyg

gdzie kqly a1, as, B1, B2, Y1, Y2 $¢ kgtami skierowanymi odpowiednio miedzy
potprostymi AB 1 AK, AK 1 AC, BC i BL, BL i BA,CAiCM orazCM iCB
(rys. 2).

Spéjrzmy teraz na srodkowy rysunek drugiego wiersza plakatu (i rysunek 3).
Aby wykazaé, ze proste AK’, BL' oraz C'M’ przecinaja sie w jednym punkcie,
wystarczy skorzystaé z tego twierdzenia dla trojkatéw AML, MBK, LKC,
MKL i odpowiednio punktéw K', L', M’ oraz P. Teze otrzymamy po kilku
przeksztalceniach i uwzglednieniu rownosci katow.

e Rozwiazanie zadan, znajdujacych sie na plakacie w trzecim wierszu, ulatwia
nastepujacy fakt:

jesli dwa trogkaty majg boki odpowiednio réwnolegle, to mozna je naloZyc za
pomocqg jednokladnosci lub przesuniecia.

Spéjrzmy na srodkowy rysunek trzeciego wiersza plakatu (i rysunek 4).
Przytoczony fakt wykorzystamy, aby wykazaé, ze proste AK, BL i CM
przecinaja sie w jednym punkcie. W tym celu musimy znalez¢ dwa tréjkaty

o odpowiednich bokach réwnolegtych. Pierwszym z nich bedzie trojkat ABC.
Drugi powstanie poprzez poprowadzenie stycznych do okregu wpisanego

w trojkat K LM, réwnolegtych do bokéw pierwszego trojkata. Wykorzystujac
jednokladnosci o érodkach w punktach K, L i M, nalezy zauwazy¢, ze kazdy
wierzchotek nowego tréjkata lezy na jednej z interesujgcych nas prostych AK,
BLiCM.

e Ostatnie trzy konfiguracje stanowia szczegdlne przypadki twierdzenia
Brianchona:

w szeSciokqcie opisanym na okrequ gltowne przekgtne przecinajg sie w jednym
punkcie,

co ilustruje prawy rysunek ostatniego rzedu plakatu.

Powyzsze twierdzenie zachodzi takze, gdy katy przy niektoérych wierzchotkach
szesciokata maja miare 180°. Dwa takie ,zdegenerowane” przypadki — tréjkat
i czworokat — przedstawione zostaly na plakacie. Narysujcie, jak bedzie to
wygladato dla pieciokata.
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