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Rozwigzanie zadania M 1281.
Kazdemu polu P szachownicy
przyporzadkujmy pare liczb (z,y),
gdzie x jest numerem wiersza,
a y numerem kolumny pola P — zatem

z,y € {1,2,...,9}.

Zauwazmy, ze jesli zadne dwie wieze

nie bija sie, to suma wspdélrzednych
wszystkich pol, na ktérych one stoja,
wynosi 2(1 +2+...49) = 90. Gdyby
wiec po przestawieniu wiez zadne dwie
znéw sie nie bily, to suma wspélrzednych
wszystkich pél, na ktérych znajda sie
wieze, musialaby pozostaé¢ niezmieniona.

Tymeczasem przestawienie wiezy ruchem
konika szachowego zmienia sume
wspélrzednych jej pola o +1 lub +3.
Zatem, gdy przestawimy wszystkie

9 wiez, suma wspoélrzednych ich pél
zmieni sie o liczbe nieparzysta, a wiec
nie pozostanie niezmieniona. Wobec tego
po przestawieniu wszystkich wiez pewne
dwie beda si¢ bity.

Liczba liczb Jakub RADOSZEWSKI

FLamiglowki liczbowe od zawsze cieszyly sie duza popularnoscia. Tym razem
proponujemy Czytelnikom jeszcze jedno zadanko z tej serii.

Liczbe calkowita dodatnia nazywamy palindromiczng, jezeli jej zapis dziesietny
przeczytany normalnie i wspak brzmi tak samo — przykladami takich liczb sa
5, 221 21 312. Ile jest liczb palindromicznych w przedziale [285 924,84 633 902]7

Rozwigzanie: Przyjemne uproszczenie stanowi podzial naszego problemu na
dwa: wystarczy zliczy¢ liczby palindromiczne w przedziatach [1, 84633 902]
i [1,285923], a nastepnie obliczy¢ réznice wynikow.

Zacznijmy od pierwszego z tych przedzialéw. Klucz do rozwigzania zadania
stanowi sprytne pogrupowanie wszystkich liczb catkowitych dodatnich
nieprzekraczajacych 84633902, na przyklad na nastepujace kategorie:

[1-9] [1-77 sxskokskkx
[1-9] % 8 [0-3] *kkskkx
[1-9] *x* 84 [0-5] *xsk*x
[1-9] **x 846 [0-2] *xx*x
[1-9] ***x 8463 [0-2] **x
[1-9] sk 84633 [0-8] **

[1-9] wxxskokk 8463390[0-2]

Znaczenie kategorii wyjasnijmy na przykladzie: 846 [0-2] **** oznacza wszystkie
liczby catkowite dodatnie, ktérych zapis dziesietny zaczyna sie od cyfr 846, po czym
nastepuje jakakolwiek z cyfr 0,1,2, a dalej jeszcze cztery dowolne cyfry. Zwroémy
uwage na to, ze wérod kategorii brakuje oSmiocyfrowej zakonczonej pojedyncza
gwiazdka. Dodajmy takze, ze pierwsze siedem kategorii (wraz z zerem) mozna by
lacznie opisaé jednym oznaczeniem ***x***x* ale woéwczas stracilibySmy te mila
wlasnos¢ naszych kategorii, ze kazda z nich zaczyna si¢ od niezerowej cyfry.
Sprobujemy teraz zliczyé liczby palindromiczne poszezegdlnych kategorii.

Pierwsze siedem kategorii odpowiada liczbom jedno-, dwu-, ..., az do
siedmiocyfrowych. Wszystkie liczby jednocyfrowe sa palindromiczne, natomiast
wsrdd liczb dwucyfrowych tylko takie postaci AA spelniaja ten warunek — tacznie
mamy 2 -9 = 18 takich liczb. Wéréd liczb trzy- i czterocyfrowych dowolny uktad
pierwszych dwéch cyfr niezaczynajacy sie od zera wyznacza jednoznacznie

liczbe palindromiczna (odpowiednio ABA i ABBA), co razem daje 2-9 - 10 = 180
liczb palindromicznych. Podobnie, wéréd liczb piecio- i szesciocyfrowych mamy
lacznie 2 -9 - 102 = 1800 liczb palindromicznych, a wéréd siedmiocyfrowych —
9000 tychze. Naliczylidmy juz razem 10998 liczb palindromicznych.

Kolejne kategorie wygladaja nieco ciekawiej. W pierwszych czterech mamy
zawsze kilka mniej lub bardziej precyzyjnie okreslonych cyfr, po ktérych
nastepuje co najmniej potowa liczby wypelniona gwiazdkami. To oznacza, ze
mozemy te poczatkowe cyfry przepisa¢ na koniec reprezentacji (oczywiscie
w odwrdconej kolejnosci), w wyniku czego w $rodku pozostanie pewna
parzysta liczba gwiazdek g reprezentujaca dowolna g-cyfrowa liczbe
palindromiczna (potencjalnie zaczynajaca sie od zera), ktérych to liczb

jest 109/2. Dzieki temu spostrzezeniu mozemy juz calkiem latwo porachowaé
liczby palindromiczne tych kategorii: [1-7]***xxx[1-7] daje 7 - 10% = 7000
liczb palindromicznych, 8 [0-3]****[0-3]8 — 400 liczb, 84 [0-5]**[0-5]48
— 60 liczb, a 846 [0-2] [0-2]648 — 3 liczby palindromiczne, razem 7463.

W ostatnich trzech kategoriach mamy jednoznacznie wyznaczona pierwsza
polowe liczby; musimy jedynie sprawdzié¢, czy mozemy do niej dopasowaé druga
— jedli tak, to do wyniku dochodzi nam dokladnie jedna liczba palindromiczna.
Widzimy, ze jest to mozliwe jedynie w przypadku kategorii 84633 [0-8] **,

w ktérym otrzymujemy liczbe palindromiczna 84 633 648.

Lacznie naliczyliémy 10998 + 7463 + 1 = 18462 liczby palindromiczne
nieprzekraczajace naszej gornej granicy. Jak Czytelnik, byé moze, zechce
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Rozwigzanie zadania M 1280.
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Rozwigzanie zadania F 766.
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sam sprawdzi¢, w przedziale [1,285923] sa, ni mniej ni wiecej, jak 1284
liczby palindromiczne, co pozwala wyznaczy¢ liczbe liczb palindromicznych
w oryginalnym przedziale z zadania: 18462 — 1284 = 17 178.

Gdyby teraz przyszlo nam rozwiazaé serie podobnych tamigléwek, tylko
dotyczacych innych przedzialéw, to umieliby$my sie z nimi caltkiem tatwo uporaé. . .
albo, jeszcze lepiej, zaprzac do tego komputer i napisa¢ odpowiedni program.
Zauwazmy, ze w przypadku przedzialéw [a,b], dla ktérych b < 108, mogliby$my
w tym programie w ogodle nie stosowaé zadnych sztuczek zwiazanych z kategoriami,
tylko dla kazdej liczby z rozwazanego przedziatu sprawdzié, czy jest palindromiczna.
W ten sposéb mamy do przejrzenia nie wiecej niz b liczb, przy czym koszt
sprawdzenia kazdej zalezy od dlugosci jej zapisu dziesietnego, co daje ztozono$é
czasowa tego rozwiazania O(blogb) — w tym artykule uzywamy logarytméw
dziesietnych. Przykladowo, taki program, dla przedzialu z powyzszej tamigtéwki,
na moim komputerze oblicza wynik mniej wigcej w minute.

Gdyby przyszlo nam zmierzy¢ sie z przedzialem, w ktérym b byloby rzedu 104,
to moglibySmy zastosowaé inne podejscie sitowe, tym razem przegladajac
wszystkie liczby palindromiczne nieprzekraczajace b. Faktycznie, zauwazmy,

ze liczby palindromiczne mozna generowaé, wybierajac na wszystkie

sposoby cyfry z pierwszej poléwki (te w drugiej sa woéwczas wyznaczone
jednoznacznie). Na podstawie wezesniejszych rozwazan wiemy zas$, ze liczb
palindromicznych co najwyzej k-cyfrowych jest (dla uproszczenia — w przypadku
k parzystego) 2-9- (14104 10% + ... 4+ 10=2)/2) ktéra to liczba jest rzedu
10%/2 = v/10F ~ /b. Uwzgledniajac koszt wygenerowania pojedynczej liczby
palindromicznej, otrzymujemy oszacowanie na ztozonos¢ czasowa takiego

algorytmu: O(vblogb).

Jednak jedli prawy koniec naszego przedziatu zblizytby sie do 10'® (okolice
goérnej granicy typéw catkowitych 64-bitowych), przewaga opisanej metody
podziatu na kategorie nad pozostalymi stataby sie istotna. Nie jest to dziwne:
mamy okoto 2log b kategorii do przejrzenia, z czego kazda obshugujemy w czasie
proporcjonalnym do dlugosci jej zapisu dziesietnego (przyjmujac staly koszt
wykonywania dzialai na liczbach), co daje zlozonosé czasows zaledwie O(log? b).
Zauwazmy, ze — w przeciwienstwie do dwbéch poprzednich metod — mamy tu
zlozono$¢ wielomianowa wzgledem dlugoéci zapisu dziesietnego liczby b, co

w przypadku naprawde duzych liczb jest wysoce pozadane. W takim przypadku
mozemy powiedzieé¢, ze otrzymalidémy rozwiazanie wielomianowe wzgledem
rozmiaru wejscia, ktére przeciez jest zapisem dziesietnym liczb.

Oproécz zmian koncéw rozwazanych przedzialow, mogliby$my wziaé¢ pod uwage
takze inne (podobne lub ogdlniejsze) klasy zliczanych liczb. Zauwazmy, ze dla
kazdej z nich wystarczyloby wymysli¢ metode sprawdzania, ile liczb danej
kategorii nalezy do danej klasy. Na koniec pozostawiamy Czytelnikowi trzy tego
typu zadania, z ktérych kazde dotyczy wytacznie liczb parzystej dtugosci, czyli
skladajacych sie z dwoch takiej samej dlugosci poltowek.

Jak sprawdzié, ile liczb danej kategorii (np. 84 [0-5] ****x*) jest:

(a) liczbami podwdjnymi, ktére sktadaja sie z dwdch kolejno zapisanych takich
samych fragmentow, np. 3453457

(b) (dla milo$nikéw matematyki) liczbami permutacyjnymi, ktérych pierwsza
poléwka zawiera wytacznie rézne cyfry, a druga — permutacje cyfr
z pierwszej potéwki, np. 3454537

(¢) (dla mitos$nikéw informatyki) liczbami o réwnych sumach, w ktérych sumy
cyfr z obydwu potéwek sa rowne, np. 2354247

W przypadku naszej przykladowej kategorii poprawnymi odpowiedziami sa:
(a) 60, (b) 840, (c) 34661.

Czytelnikéw o zacigciu programistycznym zachecamy do implementowania swoich
rozwiazan na komputerze, a w ogéle wszystkich Czytelnikéw — do samodzielnego
wymy$lania innych, podobnych (albo i zupelnie innych!) lamigtéwek.

7



