Czytelnik Dociekliwy zauwazy zapewne,
ze blok k mozemy chcie¢ potozyé na sp6d
lub wierzch wiezy, a nie tylko pomigdzy
dwa bloki. Czy zmienia to przedstawione
rozumowanie? Jak poradzi¢ sobie z takim

przypadkiem?
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Informatyczny kacik olimpijski (37): Ogromna wieza

Tym razem przyjrzymy si¢ zadaniu Ogromna wieza (ang. A huge tower) pochodzacemu
z Olimpiady Informatycznej Europy Srodkowej 2010 (CEOI 2010).

Mamy do dyspozycji n kamiennych blokéw réznych rozmiaréw. Mamy obliczy¢, na
ile sposobow mozna zbudowaé z tych blokéw wieze, jezeli nalezy uzy¢ ich wszystkich,
a jeden blok mozna potozyé na drugim tylko wtedy, gdy rozmiar gérnego jest

nie wigkszy niz rozmiar dolnego powiekszony o ustalong liczbe dodatnig d. Wynik
nalezy zwréci¢ modulo jaka$ nieduza liczba catkowita.

Oznaczmy przez 11,72, ...,T, rozmiary poszczegblnych blokéw, a wieze zbudowana

z nich zgodnie z warunkami zadania nazwijmy poprawng. Pierwsze rozwiazanie,

ktore przedstawimy, jest najmniej efektywne, ale nie wymaga zadnych spostrzezen.
Wystarczy uzy¢ programowania dynamicznego do stopniowego obliczania wartosci

t(S, a), ktére oznaczaja odpowiedz na pytanie ,na ile sposobéw mozna zbudowaé
poprawna wieze z blokéw nalezacych do zbioru S C {1,2,...,n}, tak aby blok

o numerze a znalazl si¢ na dole?”. Naturalnie, zakladamy, ze a € S. Jesli dostepny
jest tylko jeden blok, wieze mozna zbudowaé¢ na doktadnie jeden sposob. Jesli zas
mamy zbiér S co najmniej dwoch blokéw, a blok a ma znalezé si¢ na dole, to nalezy
na wszystkie sposoby wybraé blok, ktéry ma sie znalezé bezposrednio na nim. Jedli ten
przedostatni blok oznaczymy przez b, to pod warunkiem, ze r, < r, + d, znalezliSmy
t(S '\ {a},b) sposobéw na zbudowanie naszej wiezy. Sumujemy takie wartosci po
wszystkich mozliwosciach wyboru b € S i otrzymujemy ¢(S,a). W ten sposéb, szukajac
odpowiedzi w kolejnosci od najmniej licznych zbioréw S, kazda z nich znajdujemy

w czasie proporcjonalnym do rozmiaru S, co oznacza, ze caly problem zostanie
rozwiazany po wykonaniu O(2"n?) operacji.

Aby znalezé bardziej efektywne rozwiazanie, warto inaczej pomysleé¢ o budowaniu
wiezy. Zamiast zastanawiaé sie, ktory z blokéw polozymy na spéd albo wierzch,
rozpatrujmy bloki kolejno, od najmniejszego do najwiekszego, ale za to dopusémy
umieszczanie kolejnego bloku gdzies w $§rodku juz zbudowanej konstrukeji. Zatézmy,
ze rozmiary blokéw r; sa uporzadkowane niemalejaco, i rozwazmy dowolna poprawna,
wieze zbudowang z blokéw o numerach od 1 do k — 1. Powiedzmy, ze w tej wiezy

blok a lezy pod blokiem b i pomiedzy nie chcemy teraz wlozy¢ blok k. Zastanéwmy
sie, kiedy nowa konstrukcja jest poprawna. Poza fragmentem zawierajacym bloki

a, bik, nowa wieza jest poprawna wtedy i tylko wtedy, gdy dotychczasowa byta.
Ponadto, musi by¢ ri < rq 4+ d oraz r, < ri + d. Pamietajmy jednak, ze r, < 7i,

wiec druga nieréwnos¢ zawsze zachodzi. To znaczy, ze jezeli mamy poprawna wieze
zbudowana z blokéw 1,...,k — 1 oraz r, < rq + d, to wstawiajac blok k& miedzy

a oraz b, otrzymamy poprawna wieze dla blokéw 1,... k. Z drugiej strony, jesli mamy
poprawng wieze dla blokéw 1,...,k i blok k znajduje sie¢ w niej miedzy blokami

a oraz b, to rp < rq + d. Poniewaz jednak r, < rg, wiec mamy 7, < 7o + d i rozwazana
wieza po usunieciu bloku k staje sie poprawna wieza dla blokéw 1,... k — 1.

7 powyzszego rozumowania wyciggamy wniosek, ze wieza ze wstawionym pomiedzy
bloki a i b blokiem k (nie mniejszym od wszystkich blokéw wiezy) jest poprawna wtedy
i tylko wtedy, gdy byta poprawna bez niego oraz gdy mozna go polozy¢ na bloku a.
Bardzo wazne jest spostrzezenie, ze w tym wtasnie wniosku nie uzywamy tak naprawde
rozmiaréw blokéw innych niz a oraz k.

7 takim spostrzezeniem mozemy $miato konstruowaé algorytm rozwiazujacy nasz
problem. Oznaczmy przez ay liczbe tych blokéw sposréd 1,...,k — 1, na ktére mozna
potozy¢ blok k. Kazdy blok mozna tez potozy¢ na samym dole wiezy. Widzimy, ze
uzywajac tylko pierwszego bloku, poprawna wieze mozna zbudowaé¢ na a1 +1 =1
sposéb. Uzywajac pierwszych dwoch, na (a1 + 1)(az 4+ 1) sposobéw. I tak dalej:

aby utworzy¢ poprawna wieze z k pierwszych blokow, nalezy jakos zbudowaé wieze

z pierwszych k — 1 blokéw, a nastepnie na jeden z ar + 1 sposobéw ustawié blok k.
Ostatecznym wynikiem jest wiec (a1 + 1)(az +1) - ... (an + 1). Zauwazmy jeszcze, ze
wartosci a; mozemy szybko obliczyé, korzystajac z (niemalejacego) ciagu r;. Uzywamy
do tego dwoch indekséw, x oraz y, przy czym x przebiega kolejno wartosci od 1 do n,
a y ma by¢ zawsze najmniejszym takim indeksem, ze ry + d > r,. W takim przypadku
mamy, dla kazdego kolejno rozpatrywanego z, réwnoéé¢ a, = z — y. Dodajmy, ze oba
wskazniki w trakcie dziatania tego algorytmu jedynie wzrastaja, co zapewnia, ze czas
obliczenia ciagu a; jest liniowy. Catkowity koszt czasowy jest wiec uzalezniony od
sortowania rozmiaréw blokéw i wynosi O(nlogn).
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