Kacik przestrzenny (6)

Bisrodkowe, czyli odcinki tgczace érodki
przeciwlegtych krawedzi czworoscianu,
pojawily sie w trzecim odcinku kacika
przestrzennego (Delta 5/2010).

O prostej Eulera pisaliSmy ostatnio
w numerze 1/2009.

Wskazéwka: jaka jest $rednica tej sfery?

O okregu dziewigciu punktéw i sferze
dwunastu punktéw mozna przeczytad
w Delcie 3/1999.

Czworosciany ortocentryczne

Tym razem, zgodnie z obietnica, kacik posdwiecimy czworoécianom
ortocentrycznym. Jak wiadomo, nie w kazdym czworoscianie istnieje punkt
przeciecia wszystkich wysoko$ci. Czworo$ciany majace taki punkt nazywane sa
ortocentrycznymi. Sprébujmy opisaé je dokladniej.

Twierdzenie 1. Dla kazdego czworoScianu nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) istnieje punkt przeciecia wszystkich wysokodci,

(b) przeciwlegle krawedzie sq prostopadle,

(¢) sumy kwadratéw dlugosci przeciwleglych krawedzi sq réwne,

(d) réwnolegloscian opisany na czworo$cianie jest romboscianem,

(e) $rodki krawedzi lezg na jednej sferze,

(f) bisrodkowe sq réwnej dlugosci,

(g) kwadrat dlugosci kazdego odcinka {gczqcego $rodki przeciwleglych krawedzi jest
rowny sumie kwadratow ich diugosci podzielonej przez 4,

(h) dloczyny cosinuséw przeciwleglych kqtéw dwusciennych sq réwne.

Dowdéd réwnowaznosci tych wlasnosci warto potraktowac jako zadanie;
rozwigzanie mozna znalez¢é na internetowej stronie Delty.

Udowodnimy teraz pewna wlasnos¢ czworoscianéw ortocentrycznych analogiczna
do prostej Eulera na plaszczyznie, czyli prostej przechodzacej przez $rodek
okregu opisanego, srodek ciezkodci i ortocentrum danego tréjkata.

1. Srodek ciezkodci czworoscianu ortocentrycznego, jego ortocentrum i Srodek
sfery ma nim opisanej lezZg na jednej prostej, a ponadto $rodek ciezkosci jest
srodkiem odcinka tgczgcego pozostate dwa wymienione punkty.

Rozwigzanie. W czworoécianie ortocentrycznym ABCD niech O bedzie
srodkiem sfery opisanej, a M i N — srodkami krawedzi AB i CD.

Przez G oznaczmy $rodek odcinka M N, czyli érodek ciezkosci czworoscianu
ABCD. Niech H bedzie punktem symetrycznym do O wzgledem G
(rysunek). Punkty O, G, H leza wtedy na jednej prostej, a G jest srodkiem
odcinka OH. Wobec tego chcemy wykazaé, ze H jest ortocentrum
czworoscianu ABCD.

Zauwazmy, ze czworokat MON H jest réwnoleglobokiem. W szczegdlnosci
proste OM i HN sa réownolegle. 7 definicji punktéw O 1 M wynika, ze odcinki
OM i AB sa prostopadle, wigc rowniez HN 1. AB. Stad i z prostopadtosci
prostych AB i CD (ABCD jest ortocentryczny!) wynika, ze plaszczyzna CDH
jest prostopadta do prostej AB. W takim razie prosta DH jest prostopadia

do prostej AB. Analogicznie dowodzimy, ze DH jest prostopadla réwniez do
prostej BC.

To za$ oznacza, ze jest prostopadla do calej ptaszczyzny ABC, czyli stanowi
wysoko$é czworo$cianu ABCD. Podobnie dowodzimy, ze proste AH, BH,CH
sa wysoko$ciami rozpatrywanego czworoscianu, co konczy dowod.

Na koniec zadanie dla Czytelnikow.

2. Wykazaé, Ze w czworoscianie ortocentrycznym $rodki ciezko$ci Scian, spodki
wysokosci czworoscianu oraz punkty dzielgce odcinki tgczqce ortocentrum
czworoscianu z jego wierzchotkami w stosunku 2 : 1 (liczge od wierzcholkéw) lezq
na jednej sferze.

Jest to sfera dwunastu punktow — przestrzenny odpowiednik okregu
dziewieciu punktéw, czyli okregu przechodzacego przez $rodki bokéw danego
tréjkata, spodki jego wysokosci i $rodki odcinkéw taczacych wierzchotki

z ortocentrum.

Wiegcej zadan o czworoscianach ortocentrycznych mozna znalezé na internetowej
stronie Delty.
Michal KIEZA
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