Kwadraty Jakub RADOSZEWSKI

Tym razem zajmiemy si¢ troche innymi kwadratami niz zazwyczaj. Chodzi mianowicie
o napisy postaci 2, czyli sklejenie jakiego$ stowa (ciagu liter)  z nim samym.
Przyktadowymi kwadratami wystepujacymi w jezyku polskim sa stowa mama, kankan,
rowerowe, watowato, esemesem.

Jedli rozwazamy jakie$ stowo, moze nas interesowaé, czy jest ono kwadratem, ale
takze czy jakie$ jego podstowo (tzn. spdjny fragment) jest kwadratem. Jezeli nie, to
stowo takie nazywamy bezkwadratowym. Zastanéwmy sie przez chwile nad tym, jak
konstruowaé stowa bezkwadratowe.

Najprosciej wybra¢ stowo, w ktérym wszystkie litery sa rézne, np. abcde. .. Gdyby
liter w alfabecie bylto nieskonczenie wiele, to moglibysmy w ten sposéb skonstruowaé
dowolnie dlugie stowo bezkwadratowe. Nie da sie ukryé, ze nie jest to zbyt ciekawy
przyktad. No to moze sprobujmy wygenerowaé¢ dtugie stowo bezkwadratowe nad jakimg
mniejszym alfabetem?

Alfabet jednoliterowy na pewno nam nie pomoze. Zalézmy wiec, ze mamy

do dyspozycji dwie litery, a i b. Wida¢é, ze kazde dwie kolejne litery w stowie
bezkwadratowym musza by¢ rézne, a zatem nasze stowo musi zaczynaé sie jakos tak:
aba... lub bab. .. Niestety, w obu tych przyktadach nie mozemy dotozy¢ juz zadnej
litery, gdyz wéwezas otrzymamy kwadrat (ab)? lub odpowiednio (ba)?. To oznacza, ze
najdtuzsze stowo bezkwadratowe nad alfabetem dwuliterowym ma tylko trzy litery.

Kolejna proba: alfabet trzyliterowy. Znéw konstruujemy stowo, biorac zawsze kolejng
litere rézna od poprzedniej. Daje to zawsze dwie mozliwosci wyboru. W takim

razie dodajmy warunek, ze kazda kolejna litera musi by¢ rézna od $rodkowey litery
dotychczasowego stowa — doktadniej, przy wyznaczaniu i-tej litery interesuje nas litera
o indeksie L%J, przy czym litery stowa numerujemy od zera. Jezeli to kryterium wciaz
dopuszcza dwie mozliwosci, to wybieramy te spo$réd niezabronionych liter, ktéra

wystepuje wczesniej w alfabecie. W ten sposéb otrzymujemy takie oto stowo:

abacbcabacabcbacbcabcbacabacbcabacabcbacabacbcabceb...

Okazuje sie, ze dowolnie dlugie stowo wygenerowane w ten sposéb jest bezkwadratowe.
Dla Czytelnika, ktéry zechce sprébowaé  Mozna ten fakt udowodnié¢ formalnie, jednak w tym artykule zastosujemy podejscie
zmierzy¢ si¢ z préba dowodu informatyczne natury eksperymentalnej: wezmiemy odpowiednio dlugie stowo
bCkaa;m;OWOécli{ m,zwszény‘:h sIow,  tej postaci (np. zlozone z miliona liter) i sprawdzimy za pomoca programu
Ziaz;};a;Zszi: SJ ;(Zio;;f ;X?;Zkzifi?éczy komputerowego, czy jest w tym stowie jakie$ kwadratowe podstowo. Jesli okaze sie,
kolejnymi literami rozwazanych stéw ze nie, to zapewne wszystkie takie stowa sg bezkwadratowe. ..
?mz ?Zzssgil. binarmymi edpowiadajacych Nie jest wcale latwo zaproponowaé efektywny, a zarazem nieskomplikowany algorytm
sprawdzajacy, czy dane stowo jest bezkwadratowe — zachecamy Czytelnika do proby
samodzielnego zmierzenia si¢ z tym problemem. Ponizej przedstawiamy elegancki
algorytm o ztozonosci czasowej O(nlogn), przy czym n to dtugosé badanego stowa s,
wzorowany na trudno dostepnej i troche zapomnianej pracy M. Maina i R. Lorentza

sprzed 25 lat.

Zacznijmy od prostego sprawdzenia, czy w slowie s znajduje sie jakas para rownych
kolejnych liter — to eliminuje nam kwadraty stow dtugosci 1. W gtéwnej czesci algorytmu
wykonujemy O(logn) krokéw; w i-tym kroku (dla i = 1,2, 3,...) sprawdzamy, czy
stowo s zawiera podstowo kwadratowe 22, takie ze dtugosé = (oznaczenie: |z|) nalezy
do przedziatu domknigto-otwartego [2¢,2°T!). Wykonujac taki krok, zakladamy, ze s
nie zawiera podstéw kwadratowych o dlugosci potéwki krotszej niz rozwazane w tym
kroku. Naszym celem jest wykonanie kazdego kroku w ztozonosci czasowej O(n).

Poszukiwania zgdanego kwadratu rozpoczynamy od podziatu stowa s na bloki

diugosci I = 271 (jezeli nie dzieli si¢ réwno, to koficowej, kréotszej grupy liter

nie rozpatrujemy). Zauwazmy, ze jezeli w s wystepuje kwadrat x?, taki ze lz| > 21, to

pierwsze wystapienie x w ramach s musi zawiera¢ co najmniej jeden z blokéw podziatu.
ﬁ Oznaczmy ten blok przez s[j..j + 1 — 1]. To samo podstowo pojawia si¢ takze na
: - pozycji j + |z| stowa s, cho¢ to drugie wystapienie nie musi juz by¢ blokiem podziatu.
Rozwigzanie zadania M 1307.
Kazda liczbe zapiszmy w postaci 2k m,

W naszym algorytmie rozwazamy kazdy kolejny blok y = s[j..j + [ — 1] i poszukujemy

gdzie m jest nieparzyste. Wéwczas m wszystkich jego wystapien w s zaczynajacych sie na pozycjach z przedziatu
moze przyja¢ wartosé 1,3,5,...,2n — 1 [j 4+ 2l,j + 4l). Co ciekawe, takie wystapienia moga by¢ co najwyzej dwa. Faktycznie,
— Yacznie n réinych wartosci. W takim zadne dwa wystapienia y w ramach s nie moga na siebie nachodzi¢ ani nawet si¢

razie, wsrod dowolnych n + 1 liczb , . , e . . P
snajda sie takie dwie, ktére maja ten stykaé, gdyz wowczas wyznaczalyby one kwadrat stowa o dtugosci nie wiekszej niz [

sam czynnik nieparzysty, spelniaja wice  (dlaczego?). Stanowitoby to sprzecznoéé z zatozeniem, ze s nie zawiera kwadratu
warunek zadania. kr(’)tszego niz 21.
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Prefiksem stowa nazywamy dowolny
jego poczatkowy fragment, a sufiksem
— dowolny jego koncowy fragment.

Skondensowany przeglad efektywnych
algorytméw tekstowych zawiera artykut
W. Ryttera w Delcie 1/2008.
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Rozwigzanie zadania F 784.

Aby kulka doleciata do ziemi, wystarczy,

ze w chwili zetkniecia sie z ziemig

predkosé kulki bedzie réwna zeru.

Z zasady zachowania energii:

mg(r —d) — Ui + mvfmn =-_1
dmeod 2 dmweqr

2

otrzymujemy, zaniedbujac poprawki

rzedu £

q
Umin = V28T | ————= —1
min S ( Ameodrmg >,
42

przyjmujac, ze Tz~ Mme;

4me(
w przeciwnym przypadku vmin = 0.

Dla kazdego wystapienia y w s na pozycji k € [j + 21,5 + 41) musimy jako$ sprawdzié,
czy wystapienia z pozycji j oraz k wyznaczaja jakis§ kwadrat 2, taki ze |z| = k — j.
Poszukujac takiego kwadratu, wystarczy skupi¢ sie na badaniu réwnosci par liter
stowa s o indeksach oddalonych o k — j. Najpierw sprawdzamy, czy s[j — 1] = s[k — 1],
s[j — 2] = s[k — 2] i tak dalej, az natrafimy na pare réznych liter albo az dalszym
indeksem dojdziemy do pozycji j + [ — 1, co oznacza, ze znalezliSmy kwadrat.
Nastepnie powtarzamy to postepowanie, ale tym razem idac do przodu, tzn.
sprawdzamy, jak dlugo zachodzi s[j + m] =sk+m]dlam=101+1,1+2,...

Tym razem mozemy zatrzymac sie, jesli liczba wykonanych tutaj krokow powiekszona
o liczbe krokéw wykonanych wczedniej jest nie mniejsza niz k — j — [, patrz rysunek.
Jezeli nie dojdziemy do wartosci k — j — [, to tatwo zauwazy¢, ze rozwazana para
wystapien podstowa y nie wyznacza kwadratu.

Na tym rozumowaniu oparty jest ponizszy pseudokod algorytmu wykrywania
kwadratu w slowie s = s[0..n — 1].

function CzyJestKwadrat(s,n)
for i:=0ton—2do
if s[i] = s[i + 1] then return true;
l:=1;
while 2 < n/2 do
Ji=0;
while j <n —1do
Z := wystapienia s[j..j + [ — 1] zaczynajace sie
na pozycjach z przedziatu [j + 2,7 + 41);
for each k € Z do
lewo := dlugo$é¢ najdtuzszego wspdlnego sufiksu
stéow s[0..5 — 1] i s[0.. k — 1];
prawo := dhugosé najdtuzszego wspolnego prefiksu
stow s[j+1..n—1]isk+1..n—1];
if lewo 4 prawo > k — j — | then return true;
J=7+1
l:=2l;
return false;
end function

Zastanéwmy sie nad ztozonoscia czasows tego algorytmu, przy okazji uzupelniajac
szczegbly techniczne jego implementacji. Pierwszym interesujacym miejscem jest
wyznaczanie zbioru Z. Znane sg rézne efektywne algorytmy wyszukiwania wzorca

(u nas jest to stowo y) w tekscie (u nas: zadany fragment stowa s), np. algorytmy
Knutha—Morrisa—Pratta, Boyera—Moore’a itp. W tym miejscu czeka nas jednak kolejne
zaskoczenie: ot6z w naszym programie w ogdle nie musimy uzywacé zadnego z tych
wysublimowanych algorytméw! Zaczynamy od sprawdzenia, literka po literce, czy y
pasuje do s od pozycji j + 2l. Jak w pewnym momencie zakoniczymy to sprawdzanie
(albo znajdujac wystapienie y, albo wskutek natrafienia na pare réznych liter na
odpowiadajacych pozycjach), to kolejna prébe przypasowania stowa y wykonujemy od
pierwszej pozycji w s nastepujacej za wszystkimi przejrzanymi. Faktycznie, wystapienie
stowa y w s nie moze nachodzi¢ na zadne inne wystapienie niepustego prefiksu stowa y
w s, gdyz wowczas s zawieraloby kwadrat jakiego$ prefiksu stowa y, a przeciez |y| < I.
W ten sposéb znajdujemy szukane co najwyzej dwa elementy zbioru Z w czasie O(1).

Kolejny ciekawy moment to wyznaczanie wartosci lewo i prawo, wykonywane troszke
inaczej niz w opisie stownym algorytmu. Uzasadnienie poprawnosci pomijamy,
przyjrzyjmy sie kwestii ztozonosci czasowej. Laczna liczba operacji wykonywanych tutaj
moze by¢ catkiem duza. Zauwazmy jednak, ze jesli przy wyznaczaniu wspélnego sufiksu
i prefiksu wykonamy wiecej niz k — j — [ operacji, to na pewno zaraz potem zakonczymy
dziatanie algorytmu, wigc mozemy sobie ten jeden raz pozwoli¢ na wykonanie nawet

i rzedu O(n) operacji. W przeciwnym razie liczba tych operacji nie przekroczy k — j — I,
ktéra to warto$é¢ — przypomnijmy — jest nie wieksza niz 31 — 1, czyli jest rzedu O(1).

Widzimy zatem, ze wnetrze wewnetrznej petli while wykonujemy — poza ewentualnie
jedynym jej obrotem, koniczacym caly algorytm — w czasie O(1). Petla ta wykonuje
O(%) obrotéw, co pokazuje, ze koszt czasowy jednego obrotu zewnetrznej petli
while to O(n). Ta, z kolei, wykonuje co najwyzej O(logn) obrotéw, skad wnosimy, ze
rzeczywiscie opisany algorytm ma zlozonos$é czasowa O(nlogn).

Na koniec pytanie do Czytelnika: czy mozna ten algorytm jakos tatwo przerobié, tak
aby wykrywal wszystkie kwadraty w stowie?
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