Informatyczny kacik olimpijski (43): Ploter

— 5

Py Py

Napisanie programu, ktéry generuje rysunek fraktala, idealnie nadaje si¢ na
zadanie dla poczatkujacego programisty. Proste reguly prowadzace do powstania
skomplikowanych wzoréw powoduja, ze przy stosunkowo niewielkim wysitku
programistycznym mozna osiagnaé catkiem ambitne efekty wizualne. Ponadto
samopodobienstwo fraktali pozwala ¢wiczy¢ jedna z podstawowych koncepcji
programistycznych — rekurencje.

Nic wiec dziwnego, ze autorzy zadan na konkursach programistycznych chetnie siegaja

Rys. 1. Krzywa Peano rzedu ¢ powstaje
z potaczenia dziewieciu krzywych
rzedu i — 1.

po inspiracje do $wiata fraktali. Jednym z popularnych typow zadan jest generowanie
krzywych wypehiajacych ptaszczyzne, np. krzywej Peano (zob. rysunek), Hilberta lub

ich wariacji. Rozmiar takich krzywych ro$nie wyktadniczo wzgledem rzedu krzywej,

W celu zaznajomienia si¢ ze smocza
krzywg, zachgcamy do przeczytania

artykutu Fraktalny swiat papierowej
tasiemki.

Najczesciej takie zadania nie sa koncepcyjnie trudne.
Przyktadowo, gdyby$my chcieli rozwiaza¢ taki problem dla
smoczej krzywej Sy, nalezy rozpatrzyé¢ dwa przypadki:

(a) k< 2771 § wtedy rekurencyjnie znajdujemy rozwiazanie
dla krzywej S, —1, albo
(b) k > 2" i wtedy znajdujemy punkt na krzywej S,_1
w odlegtoéci k — 2"~ od poczatku krzywej
i odpowiednio przesuwamy go na plaszczyznie.
Dla krzywej Peano rozwigzanie jest analogiczne, z tym ze
trzeba bedzie rozpatrzy¢ nie dwa, ale 9 przypadkéw.

Mozna jednak zadanie sformutowaé na odwrét: majac dany
punkt ptaszcezyzny (z,y) lezacy na krzywej, pytamy sig,

w jakiej odlegtosci od poczatku krzywej si¢ on znajduje.
Takie zadanie dla krzywej Peano pojawito sie¢ m.in. na
$wiatowych finatach konkursu ACM ICPC w roku 2003
(zadanie pt. Riding the Bus). Jego rozwiazanie takze jest
tatwe: krzywa Peano P, rzedu n miesci si¢ na kwadratowej
siatce rozmiaru 3" — 1 x 3" — 1, a jej dlugosé to 9™ — 1.
Patrzac na wartoéci |x/3" 7| i |y/3™ 1], jesteémy w stanie
stwierdzié¢, do ktérej z dziewieciu mniejszych krzywych P, 1
nalezy punkt (z,y). Jesli nalezy do i-tej krzywej

(w kolejnosci ich wystepowania w P,), to wynikiem bedzie
suma, i - 9"~ ! oraz rozwigzania podzadania dla krzywej P,_1
i punktu (z mod 3" !,y mod 3" '), odpowiednio
obréconego. Taki algorytm dziata w czasie O(n).

Odwrotny problem dla smoczej krzywej zostal postawiony
przed uczestnikami tegorocznych Potyczek Algorytmicznych
w zadaniu Ploter. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze
pomyst, ktorego uzyliSmy dla krzywej Peano, tu si¢ zupelnie
nie sprawdzi. Brakuje nam bowiem istotnego sktadnika: jak
dla punktu na krzywej S, sprawdzié, do ktorej z dwoch
mniejszych krzywych S,,—1 on nalezy. Sprobujmy wiec
troche inaczej: wykonajmy procedure rekurencyjnie dla obu
mniejszych krzywych. Takie rozwiazanie dzialaé¢ bedzie,
oczywiscie, w czasie O(2"). Ale zauwazmy, ze w wielu
przypadkach, jesli szukamy punktu na niewtasciwej krzywej
mniejszego rzedu, to po kilku zejsciach rekurencyjnych nasz
punkt na tyle istotnie oddali si¢ od aktualnie rozwazanego
kawatka krzywej, ze bedziemy mogli to tatwo wykryé

i odcia¢ przeszukiwanie.

Zobaczmy, jak ta idea sprawdzi sie w praktyce. Niech
(zn,yn) oznacza ostatni punkt na krzywej rzedu n. Latwo
pokazaé obliczajaca go rekurencje (n > 2):

rT1=y1=1, Tpn==Tn

— Yn—1, Yn = Tn—1 +yn71-

Niech d(z,y,n) bedzie funkcja, ktéra zwraca zbiér odleglosci,

w jakich punkt (z,y) lezy od poczatku krzywej S, (dany
punkt moze leze¢ w co najwyzej dwbdch odlegtosciach od
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zatem zadanie zwykle jest formutowane nastepujaco: dla krzywej rzedu n i liczby k,
stwierdzi¢, jakie wspolrzedne ma punkt ptaszczyzny, lezacy w odlegtosci k£ od poczatku
krzywej. Oczekuje sig, ze program bedzie dzialaé¢ w czasie O(n).

poczatku krzywej). Funkcja ta wykona dwa wywotania
rekurencyjne. Jej wynikiem bedzie suma dwoch zbioréw:

d(xayv TL) = d(xvya n— 1) U
U{2" —k|kedly,—y,x
Dla S; mamy d(z,y,1) ={z +y} dla0 <y
w przeciwnym wypadku d(z,y,1) = 0.

— Zn,n— 1)}
<zl

A kiedy mozemy odciaé przeszukiwanie? Nie jesteSmy

w stanie tatwo sprawdzi¢, czy dany punkt wystepuje na
krzywej Sy, ale dla wielu punktéw mozemy powiedzieé,
Ze na pewno na niej nie wystepuja. Rozwazmy bowiem
najmniejszy prostokat R, o bokach réwnolegtych do osi
uktadu wspotrzednych, ktéry zawiera wszystkie punkty
krzywej Sy,. llekro¢ funkcja d(z,y,n) zostanie wywotana
dla punktu (z,y), ktéry lezy poza prostokatem R,, mozemy
natychmiast zwrécié¢ (). Niech 7, tp, ln, by, 0znaczaja
odlegtosci punktu (0,0) od krawedzi prostokata R,
(odpowiednio prawej, gérnej, lewej i dolnej). Mozemy je
obliczy¢ rekurencyjnie (n > 2):

7'1:t1:1,
lh =0b1 =0,

Tn = MaxX(rn— 17tn 1+xn)

ax(

tn = max(tn 17 n—1 +yn)
ln, = max(ln—1,b — Tn),

bn = max(bn—ly"“n—l - y'n)~
Pozostato pytanie, na ile powyzsza optymalizacja wptywa na
czas dziatania algorytmu. Narysujmy krzywa S, i zaznaczmy
wszystkie prostokaty otaczajace 2"~ " krzywych S,,, ktore
sktadaja sie na krzywa S,,. Oszacujmy, ile maksymalnie
narysowanych prostokatow moze zawiera¢ dany punkt
(z,y); ta liczba bedzie oznaczad, ile razy wywolanie
d(-,-,m) nie zostanie odcigte. Wynika z tego, ze jesli liczba
prostokatéw bedzie rzedu O(1), to na kazdym poziomie
rekurencji bedziemy mieli statg liczbe wywotan, a zatem caty
algorytm bedzie dzialal w czasie O(n).

Mozna udowodnié przez indukcje, ze p, 1 ym sa podzielne
przez M = 21"™/2) zatem kazda z krzywych S, zaczyna sie
w jednym z punktéw zbioru Zy = {(Mi, Mj) | i,j € Z}.
Mozna tez pokazaé, ze rm + lm, tm + bm < 2“”/2”1,

tak wiec kazdy z narysowanych prostokatow jest zawarty

w kwadracie o boku 2M — 1. Zatem prostokaty zawierajace
punkt (x,y) pokrywaja w sumie co najwyzej 16 punktéow
ze zbioru Zyr. W kazdym z tych punktéw moga zaczynaé
sie co najwyzej cztery krzywe Sp,, zatem (z,y) nalezy do
nie wiecej niz 16 - 4 prostokatéw. Zatem nasz algorytm
istotnie dziala w czasie liniowym!

Tomasz IDZIASZEK



