Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

13 i 14 kwietnia odbyty sie zawody finatowe LXII OLimpiady Matematycznej. Kazdego
dnia zawodéw 139 uczniéw z calej Polski, przez trzysta minut, rozwigzywalo trzy
zadania. Wszystkie bezblednie rozwiazat Filip Borowiec z Kielc, a Maciej Duleba
z Wroctawia i Damian Orlef z Zabrza rozwiazali po pie¢ i pét. Tym razem
126 finalistéw rozwigzato przynajmniej jedno zadanie. Kazdy z laureatéw rozwiazat
co najmniej trzy i pét zadania, a wyréznieni po trzy. Finat byt wiec na pewno
tatwiejszy niz przed rokiem.

7 zadaniami finalu oraz szkicami ich rozwiazan mozna zapoznaé si¢ na stronie
olimpiady pod adresem: www.om.edu.pl.

Niektorzy finalidci rozwiazali zadania bardzo elegancko w sposéb nieprzewidziany przez
osoby przygotowujace zadania. Oméwimy dwa rozwiazania zadania drugiego. Réznia
c sie one jedynie dowodem lematu.

Zadanie 2. Okrqg wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Prowadzimy trzy
proste: przez $rodki odcinkéw AE i AF, przez $rodki odcinkdéw
BF i BD oraz przez $rodki odcinkéw CD i CE. Wykazad,

ze Srodek okregu opisanego na tréjkqcie wyznaczonym przez

te trzy proste pokrywa sie ze Srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC.

Niech Ag, Ar, Br, Bp,Cp,Cg beda srodkami odcinkéw

AE,AF,BF,BD,CD,CFE. 7 twierdzenia Talesa wynika, ze

AgAr | EF, BpBr || DF i CpCEg || DE. Przez F' oznaczamy

punkt wspélny prostych BrBc i ApAr. Analogicznie

definiujemy punkty D’ i E’. Boki trojkatéw DEF i D'E'F’ sa
odpowiednio réwnolegte, wiec punkt S, w ktérym przecinaja

\\ sie proste DD’ i EE’, jest érodkiem jednokladnosci w skali k = %

\ przeksztalcajacej trojkat DEF na tréjkat D'E'F’ (S lezy tez na

\ prostej F'F').

\ Lemat. Zachodzq réwnoéci: D'B = D'C, E'C = E'A, F'A = F'B.

Najpierw wywnioskujemy twierdzenie z lematu. Jednoktadno$é o érodku S,

‘ w skali k przeksztalca/okradg O opisany na tréjkacie DEF na okrag O’ opisany

o na trojkacie D' E'F’. Srodek okregu O lezy na prostopadtych do prostych

AB, BC, CA przechodzacych przez wierzchotki D, E, F, wiec érodek okregu O’ lezy na
prostopadtych do prostych AB, BC, C' A przechodzacych przez wierzchotki D', E’, F'.
Na mocy lematu te prostopadle sa symetralnymi bokéw tréjkata ABC, wigc ich punkt
wspOlny to srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Dowdd lematu wg Wojciecha Nadary (nagroda im. A. Makowskiego).
Potega punktu Br wzgledem okregu O jest réwna iBF 2. Tyle samo jest réwna
potega punktu Br wzgledem okregu o srodku B i promieniu 0 (czyli zdegenerowanego
do punktu B). Analogicznie potega punktu Bp wzgledem okregu O jest réwna
potedze punktu Bp wzgledem okregu zdegenerowanego do punktu B. Wobec tego
jesli punkt X lezy prostej Br Bp, to jego potegi wzgledem tych dwoch okregéw sa

c réwne (wigc jest to ich 0§ potegowa). Podobnie prosta CpCE jest osia potegowa
okregu O i okregu zdegenerowanego do punktu C. Wobec tego potegi punktu D’

wzgledem kazdego z okregéw zdegenerowanych do punktéw B i C sa réwne (bo

réwne jego potedze wzgledem okregu O). Oznacza to, ze BD' = CD’, a to
teza lematu.

Dowéd lematu wg Anny Olech. Niech o = ¥BAC, 8 = XCBA i~y = XACB,
§ = XEDF,n=<«FED, p = <DFE. Wtedy 6 = 3(8+7), n = 3(a+7),
¢ = 2(a+ B), wiec tréjkat DEF jest ostrokatny. C1, A1, B1 beda $rodkami
odcinkéw DE, EF, FD. Na czworokacie BB, C1C mozna opisaé
okrag, bo %[3 + XB1C1D + xDC:C = %5 + %(a + ) 4+ 90° = 180°,
oczywiscie B1C || EF. Proste CpCg 1 BpBp sa symetralnymi
odcinkéw CCy i BBy, wiec ich punkt przecigcia czyli D’ jest
srodkiem okregu opisanego na czworokacie BB1C1C, wiec
D'C = D'B, a to chcieliémy udowodnié.
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