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Kilkanascie lat temu zgubitem sie w lesie. Nie na tyle,
zeby sytuacja byla beznadziejna: wiedzialem, ze
zostawitem auto przy drodze, wszedlem do lasu, gdzie
spedzitem jakis czas, chodzac, a nastepnie wrocitem
do tej samej drogi. Dodatkowo, podczas spaceru

po lesie przeciglem swojg droge dostatecznie duzo
razy, zeby nie mie¢ zielonego pojecia, czy samochodu
nalezy szukaé¢, idac w lewa strone czy w prawa.

Ot, mniej wiecej tak jak na ponizszym rysunku.

oflre X

No dobrze, to jest zly rysunek. Tak naprawde
sytuacja wygladala znacznie gorzej, a mianowicie tak:

To znaczy, drzewa na tyle skutecznie zastaniaty
droge, ze widocznos¢ byta praktycznie zerowa.

Nie mialem szans zobaczy¢ samochodu z odlegtosci,
musiatem si¢ na niego natknac.

Pare lat p6zniej (pominmy chwilowo milczeniem

to, ile sie nachodzitem w drodze do samochodu)
dowiedziatem sie, ze kto$ juz wczesniej mial taki sam
problem i zostalo to dokladnie opisane w literaturze.
A mianowicie, ten sam problem miala pewna krowa.

Krowa jaka jest, kazdy widzi. Krowa stoi przy
prostym ptlocie, w ktérym jest wejscie na pastwisko.
Wejscie (ktore jest oddalone od krowy o co najmniej
jeden metr) krowa zobaczy dopiero, gdy do niego
dotrze. Co powinna zrobié, zeby jak najszybciej
rozpoczaé zjadanie trawy? Problem ten jest

jednym z najprostszych wariantéw zagadnienia
eksploracji terenu. Jak okaze sie ponizej, prostym,
lecz nie trywialnym.

Postarajmy sie wyrobié¢ sobie podstawowe intuicje.
W calym artykule przez X bedziemy oznaczaé
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poczatkowa odleglosé, w metrach, dzielaca krowe
od wejscia na pastwisko. Oczywiscie, absolutnie
genialna krowa, znajaca mape terenu, potrafi dojsé
na pastwisko, przeszedtszy X metréw. Co si¢ dzieje,
jesli krowa jest troche glupsza, czyli nie zna mapy,
nie zna X, ale wie, ze wejscie na pastwisko jest

z prawej strony? Oczywiscie, idac uparcie w tym
kierunku, przejdzie tez doktadnie X metrow.

A co ma zrobié¢ krowa, jesli w jaki$ sposéb poznala
warto$¢ X (przykltadowo, wie, ze od wymarzonego
celu dzieli ja 10 metréw), ale nie wie, czy wejscie
jest z lewej, czy z prawej? Moze wtedy zastosowaé
nastepujacy algorytm z parametrem y = X.

Algorytm Go-and-Eat(y)
1. IdZ y metréw w lewo
2. Jedli nie znajdziesz wejscia, zawrd¢ do punktu
startowego
3. IdZ y metréw w prawo

Latwo obliczyé, ze w najgorszym przypadku (a tylko
takie przypadki interesuja biedne, pechowe krowy)
krowa przejdzie 3X metréw (czyli w naszym
przykladzie trzydziesci). Uwazny Czytelnik zauwazy,
ze to, czy krowa idzie na poczatku w lewo czy

W prawo, w pewnym sensie nie ma znaczenia: jesli
krowa ma pecha, to wejscie bedzie i tak z drugiej
strony niz ta, ktéra wybierze.

Krowa gltodna to krowa zta. Prawdziwy problem
krowy (ktéry jest identyczny z moim poszukiwaniem
samochodu) zaczyna sie jednak wtedy, kiedy krowa
nie zna ani wartosci X, ani nie wie, z ktérej strony
jest wejscie. Zamiast wyciagnaé¢ gotowe rozwiazanie
z kapelusza, zastanéwmy sie, co mogtoby pomoc
krowie w tym zadaniu.

A gdyby krowa znala jakie$ oszacowanie na X,

na przyktad znala pewna liczbe D > X7 Mogtaby
uruchomié¢ procedure¢ Go-and-Eat(D), tj. i$¢ D metréw
w lewo, wréci¢ do punktu wyjscia, a nastepnie i8¢

w prawo. Przebyta droga w najgorszym przypadku
wynositaby 2D + X. Czyli jesli D bytoby ,tylko
troche” wieksze od X, to otrzymalibySmy rozwiazanie
nieduzo gorsze niz w przypadku, kiedy znamy X.

No dobrze, ale jak znalezé takie D7 Pomoze nam

w tym czesto stosowana w algorytmice metoda
podwajania: uruchamiamy algorytm Go-and-Eat
kolejno z wartosciami 1,2,4, 8,16, ... Ciesza nas

dwie wlasnosci.

e Jedli w koncu uruchomimy Go-and-Eat z potega
liczby 2 wigksza od X, to krowa znajdzie pastwisko.

e Sumaryczna droga przebyta podczas uruchamiania
Go-and-Eat ze zbyt malymi warto$ciami parametru
jest niezbyt dluga. (To dopiero wykazemy.)



Ale moment! — powinien krzyknaé¢ Uwazny Czytelnik.
Przeciez po uruchomieniu algorytmu Go-and-Eat(1)
krowa znajdzie sie o 1 metr od punktu wyjscia,

a algorytm Go-and-Eat(2) ma szanse zadzialaé

pod warunkiem, ze krowa znajduje si¢ poczatkowo

w punkcie startowym. Mozemy ,zatata¢” algorytm,
dodajac do niego dodatkowy krok:

4. Zawr6é do punktu startowego

Lata na tacie. Tu mala dygresja — informatycy,
jak i wszystkie umysty $ciste, uwielbiaja: a) tatanie
ztych rozwiazan zamiast pisania ich od nowa,

b) redukcje. Do tego stopnia uwielbiaja, ze czesto
wpadaja w putapki jak w opisanej nizej historii

(z dtugasna broda) o czajniku:

Mamy pusty czajnik, chcemy zagotowacé wode.

Co zrobic¢? Nalezy oczywiscie: 1. nalaé wody,

2. wlgezyé czajnik, 3. czekac. A co zrobié, jesli mamy
petny czajnik i checemy zagotowaé wode? To proste —
odpowie prawdziwy (i leniwy) informatyk — wylewamy
z niego wode i w ten sposob doprowadzamy sytuacje do
przypadku, ktory potrafimy rozwigzaé.

Zastanéwmy sie zatem, czy przez ,tatanie”

algorytmu Go-and-Eat i dodanie punktu 4.

nie postapiliSmy przypadkiem jak prawdziwi
informatycy (a nie chcielibySmy tego robié, bo po co
meczy¢ sterana zyciem i mocno juz wyglodnialag
krowe). Zobaczmy, jak wyglada droga, po ktérej teraz
chodzi krowa.

= . . > Go-and-Eat(1)
4>—>> Go-and-Eat(2)

> > > Go-and-Eat(4)

Moze nie jest oczywiste, co mozna tutaj poprawic.
Ale. .. pamietacie, ze to, w ktora strone krowa
zaczyna wykonywanie algorytmu Go-and-Eat, nie ma
znaczenia? W takim razie narysujmy droge krowy,
ktéra nieparzyste wykonania algorytmu Go-and-Eat
zaczyna w strone lewa, a parzyste w prawa.
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Bez sensu, prawda? Krowa idzie w jedna strone

27 metréw tylko po to, zeby wréci¢ do punktu
wyjécia i pojé¢ w te sama strone 271! metrow!
Wyrzuémy zatem nadmiarowe spacery (zaznaczone
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kolorem na poprzednim rysunku). Zmodyfikowany
algorytm prezentuje si¢ nastepujaco:

Algorytm Smart-Cow

1. Kierunek zwiedzania := lewo

2.D:=1

3. Dopdki nie znalaztes wejscia na pastwisko,
powtarzaj:
a. Przejdz D metrow w kierunku zwiedzania

i wrdéé do punktu startowego

b.D:=D-2
c. Odwrdéé kierunek zwiedzania

= ®
—>

-

- >Tu krowa przechodzi K krokow.
- ____----Punkt krytyczny

2i+1 X

Sprobujmy teraz przeanalizowaé, jaki dystans pokona
krowa w najgorszym przypadku. Wezmy takie
naturalne j, ze zachodzi 2/ < X < 2711, Oznacza to,
ze pierwsze j wykonan petli w punkcie 3. powyzszego
algorytmu (z wartoéciami D < 27) nie spowoduje
znalezienia pastwiska. Droga przebyta przez krowe
do tego punktu wynosi

K=Q1+1)+2+2)+(4+4)+(8+8) +
o @ 2Ty (2 429 =
=2-(1+2+4+8+...+277 1 +20) =
=2 (2T 1) <427,
Nazwijmy ten punkt krytycznym, przyda si¢ on
W dalszej czesci artykutu. Nastepnie krowa chcee i8¢
2711 metréw w jakim$ kierunku. Oczywiscie, ma
pecha i idzie w kierunku przeciwnym do wejscia
na pastwisko. Ten skok w niewlasciwy bok (wraz
z powrotem) kosztuje ja kolejne 2711 4 2771 = 4. 97
metréw. Nastepnie krowa zamierza i$¢ 2972 metréw,

ale juz po X metrach napotyka pastwisko. Jej
catkowita droga to co najwyzej

K+4-27+X<82+X<8 X+X=09X.

Czy naprawde trzeba tyle chodzi¢? Krotka
odpowiedz brzmi: tak, kazdy algorytm dla krowy
wymaga w najgorszym przypadku przejscia odleglosci
dziewieciokrotnie przekraczajacej poczatkowa
odlegto$¢ krowy od pastwiska. Niestety, wykazanie
tego jest dos¢ trudne i wykracza poza ramy tego
artykulu. Sprébujmy jednak uspokoi¢ swoje sumienie
i sprawdzi¢, ze krowa zawsze musi przejs¢ co najmniej
dystans 5X.

W tym celu zauwazmy, ze jesli krowa nie robi glupich
wycieczek (takich jak na dwdch weze$niejszych
rysunkach), to wedruje, oddalajac sie od punktu
startowego na przemian w lewo i w prawo.



Wyznacza to podzial trasy krowy na kolejne fazy.
Bez straty ogélnoéci zal6zmy, ze na poczatku krowa
idzie w lewo. Wtedy jej trase mozna opisaé liczbami
fi, fo, f3, fa, ..., gdzie f; jest oddaleniem w fazie j.
(W opisanym wczesniej algorytmie Smart-Cow
mamy f; =2771)
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Zauwazmy teraz, ze krowa wybiera taka sama

trase niezaleznie od tego, jakie jest X. Powyzsze
zdanie wydaje sie oczywiste (jak trasa mogtaby

od tego zalezeé, skoro X poznajemy dopiero

w momencie odnalezienia pastwiska, a wtedy juz
nigdzie nie chodzimy?), ale warto je przeczytaé wiecej
niz raz. Oznacza to, ze dla danego wyboru trasy krowy
(tj. liczb f1, f2, f3, fa,-..) wystarczy postawi¢ bramke
na pastwisko w jakim$ bardzo zlosliwym miejscu.

Przypatrzmy sie blizej ciagowi f1, fa, f3, f4,... Musi
w nim istnieé¢ jakas taka kolejna para f; i fit1,

ze fi < fiy1. Na powyzszym rysunku jest to,

na przyktad, para fq i f5. W przeciwnym przypadku
ciag f; bylby &cisle malejacy (a jest to dosé kiepski
pomyst, jesdli krowa zamierza znalezé odlegte
pastwisko). Zal6zmy, ze odleglosé f; krowa przechodzi
w prawa strong¢. Postawmy zatem bramke kawaleczek
dalej niz w odleglosci f; po prawej stronie od punktu
startowego, tj. X = f; + €.

Wtedy krowa przechodzi co najmniej 2 - f; w prawo,
potem 2 - f; 11 w lewo, a nastepnie (pod warunkiem,
ze nie jest bezdennie glupia i fi4o > f; +¢) krowa
dochodzi do pastwiska, przeszediszy odleglosé¢ X.
Calkowita droga przebyta przez krowe to

2-fi+2-fim1+X2>24-fi + X =5X —4e.
Poniewaz £ mozemy wybra¢ dowolnie malte

i zaniedbywalne, krowa przechodzi praktycznie
pieciokrotnie wiecej niz X.

Po co krowie pienigdze? Jak mozna utatwi¢ zycie
naszej krowie? Na poczatku poprzedniego rozdziatu
powiedzieliémy, ze nie da sie poprawi¢ wyniku
osiaganego przez algorytm Smart-Cow. Céz, jest to
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tylko czesciowa prawda. Nie mozna go poprawié, jesli
krowa chodzi deterministycznie. Mozemy natomiast
podarowad jej monete, ktéra moze wspoméc si¢

w trudnych chwilach (i nie chodzi nam o to, zeby
kupila sobie za to mape czy co$ do jedzenia).

Wréémy do algorytmu Smart-Cow. Zalézmy, ze

w momencie, ktéry nazwaliSmy krytycznym, krowa
rzuca moneta. Jesli wypadnie orzel, idzie nastepne
27+ metréw w prawo, w przeciwnym przypadku

w lewo. Dla ustalonej pozycji bramki na pastwisko
krowa ma 1/2 szansy na to, ze pdjdzie w jej strone.
W takim przypadku czesci spaceru krowy (kolorowy
fragment rysunku) o dtugoéci 2 - 271! w ogéle nie mal!
Wtedy krowa przechodzi nie 9X, a 5X. W $rednim
przypadku przechodzi zatem 7.X.

- ‘
—
- -
4': >’I‘u krowa przechodzi K krokow.
<« - ---Punkt krytyczny
- 5 - - -~
9J+1 X

To obniza érednig liczbe metrow przebyta przez
krowe, pod warunkiem ze. .. krowa wymysli, iz dany
moment jest krytyczny! Okazuje sie jednak, ze wcale
nie musi tego robi¢. Wystarczy, zeby rzucita moneta,
wybierajac kierunek na samym poczatku. Wtedy
analiza jest dokladnie taka sama, a dodatkowo,

w momencie kiedy krowa znajdzie sie¢ juz w punkcie
krytycznym, z prawdopodobienstwem 1/2 bedzie
szla w lewo, a z prawdopodobienstwem 1/2

— W prawo.

Quo vadis, droga krowo? Powyzsze rozwazania
to tylko czubek géry lodowej tematyki eksploracji
terenu. Oprécz ,,prawdziwych” zastosowan,
istnieje jeszcze pare lepiej lub gorzej zbadanych
podstawowych problemoéw. Przyktadowo, Czytelnik
Dociekliwy moze zastanowié sie, jaka strategie
nalezy obrac, jesli jest sie kapitanem, ktéry odplynal
od brzegu i stracil orientacje. Zaktadamy, ze linia
brzegowa jest linia prosta i chcemy doptynaé¢ do
jej dowolnego miejsca. Mozemy wyobrazié¢ sobie
nastepujace warianty tego problemu:
e Wiadomo, ze linia brzegowa jest oddalona o 1 km,
ale nie wiadomo, w ktérym kierunku.
e Mamy kompas i wiemy, ze linia brzegowa przebiega
albo z péinocy na potudnie, albo z zachodu
na wschod, nie znamy natomiast odleglosci
od linii brzegowej. (Warto zauwazy¢, ze jesli
wiedzieliby$my np., ze linia brzegowa przebiega
z p6énocy na potudnie, to jest to taki sam problem,
jaki miala nasza krowa.)
e Nic nie wiemy.

Temperowaé oléwki, siodta¢ krowy i do dziela!



