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We wszystkich zadaniach przyjmujemy,
ze a, b i c sa dowolnymi liczbami
rzeczywistymi dodatnimi.
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Rys. 4. 14+3454+...+(2n—1) =n?

Najkrétsza tamana Joanna JASZUNSKA

Niektére nieréwnoéci, pozornie niezwigzane z geometria, mozna zaskakujaco
tatwo udowodnié¢, wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa i prosty geometryczny
fakt, ze najkrotszq tlamang pomiedzy dwoma punktams jest lgczqcy je odcinek.
Fakt ten mozna stosowaé na plaszczyznie, mozna w przestrzeni tréjwymiarowej,
nic tez nie stoi na przeszkodzie, by uzywaé¢ go w czterech lub wigcej wymiarach.

1. Udowodnij nieréwnosé va2 + b2 + Vb2 + 2 + V2 +a2 > v2(a + b +c).
2. Udowodnij, ze Va2 + 2b2 + Vb2 + 2¢2 + /2 + 2a2 > \/§(a+b+c).

3. Wykaz, 7e vVa+ b+ 2¢+ Vb + ¢+ 2a+ Ve +a+ 20 > 2(va+ Vb + e).
4. Udowodnij nieré6wno$é va2 + 1+ Vb2 +1+Vc2 +1> \/6((1—1— b+ c).

5. Znajdz najmniejsza warto$¢ wyrazenia Y ., \/a? + (2i — 1) dla

: . n
ai,az,...,ay >0, takich, ze )" a; = n2.

Rozwigzania

R1. Ustawmy trzy tréjkaty prostokatne jak na rysunku 1. Wowczas

Va2 + 02+ Vb2 +c2++vVe2+a2=AB+BC+CD > AD = VAE? + DE? =
=v2(a+b+c) O

R2. Ustawmy prostopadloéciany o wymiarach a X b X b, b X ¢ X c oraz ¢ X a X a
tak, jak na rysunku 2. Wéwczas Va2 + 02+ b2+ Vb2 + 2+ 2 +vV2 + a2 +a2 =
=AB+BC+CD > AD =+3(a+b+c). O

Uwaga. Zadanie mozna tez rozwiaza¢ na plaszczyznie, ustawiajac tréjkaty
prostokatne o przyprostokatnych a i bv/2, bicv/2 oraz ¢ i av/2 tak, jak na rysunku 1.

R3. Ustawmy trzy czterowymiarowe hiperprostopadltosciany (odpowiedniki
tréjwymiarowych prostopadlogcianéw) o wymiarach \/a x Vb x /¢ X \/c,

Vb x /¢ x \Ja x \Ja oraz /¢ x \/a x /b x /b analogicznie do sytuacjiz rysunku 2.
Wtedy vVa+b+c+c+vVb+c+a+a+ Vet a+ b+ btodugosé lamanej od A
do D, natomiast odcinek AD to przekatna 4-wymiarowego hiperszescianu o krawedzi
Va4 Vb4 /e, czyli AD = V4 (\/a+ Vb + \/c), co kohczy dowéd. O

Uwaga. Rozwiazanie w przestrzeni tréojwymiarowej mozna uzyskac¢, ustawiajac

prostopadlodciany o wymiarach v/a x Vb x v/2¢, Vb x /¢ x V/2a oraz \/c X \/a x \/2b.

RA4. Ustawmy tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i1, b1 1 oraz cil
podobnie, jak na rysunku 1. Wtedy va2 + 1+ Vb2 +1++/c2+1= AB+ BC +
CD > AD = \/(a+b+c)? +32. Ponadto (a +b+c)>+3% > 6(a+b+c),
poniewaz ((a +b+c) —3)? > 0. O

R5. Dlai=1,2,...,n ustawmy trojkaty prostokatne o przyprostokatnych
a; oraz 21 — 1 tak, jak na rysunku 3. Przeciwprostokatna i-tego trojkata ma
wtedy dlugo$é v/a? + (2i — 1)2, wiec dla tamanej od A do Z uzyskujemy

imwz (iai)2+ (i<2¢1>)2.

1= 1=

Zzalozeniay ., a; = n? arysunek 4 ilustruje znana tozsamos¢ y |, (2i — 1) = n?.
Stad AZ = v/n* + n% = v/2n? i to jest szukana najmniejsza wartoé¢ danego
wyrazenia. Jest ona osiggana, gdy tamana od A do Z jest odcinkiem, czyli gdy
a; =21 — 1 dla kazdego i =1,2,...,n. 0

Zadania domowe

6. Udowodnij nieréwno$é va + b+ vb + ¢+ e+ a > V2a + vV2b + v/ 2c.

7. Udowodnij, ze va2 + 3b% + v/b2 + 3¢ +V/c2 + 3a% > 2(a + b + ¢).

8. Wykaz, ze Va2 + 202 +2c2 + /b2 + 2c2 +2a2 +v/c2 + 2a2 + 2b2 > \/g(a—i—b—i—c).

Zachecam do samodzielnego wymys$lania nieréwnoéci, ktére mozna rozwiazac
opisang tu metoda, a takze do rozwiazywania powyzszych zadan innymi metodami.
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