Rozwigzanie opiera si¢ na spostrzezeniu,
ze jesli ¢ € P, to P\ {4} musi by¢é
podzbiorem przedmiotéw ze zbioru
{1,...,¢— 1} o masie j — m[i], czyli

d[j — mli]] # —oo po (i — 1)-szej fazie
algorytmu.

Warto zwréci¢ uwage na malejaca
kolejnos$é¢, w jakiej iterujemy zmienng j
w wewnetrznej petli — iterowanie

w kolejnoéci rosnacej daje rozwigzanie
innej wersji problemu plecakowego,

w ktérej mamy do dyspozycji dowolng
liczbe przedmiotéw kazdego z rodzajéw.
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Mamy n = 7 przedmiotéw i plecak

o udzwigu M = 11. W powyzszym
drzewie masa przedmiotu oznaczona
jest liczbg kwadracikéw pod numerem
przedmiotu, np. m[1] = 3, p[1] = 0, za$
m[6] = 2, p[6] = 4.

Wziecie przedmiotéw 3, 4, 51 6
catkowicie wypelnia plecak, ale jest
niepoprawne, gdyz przedmiot 3 jest
bezuzyteczny bez przedmiotu 2.
Optymalnym rozwigzaniem jest wzigcie
przedmiotéw 2, 3 i 4 oraz jednego

z przedmiotéw ze zbioru {1,5, 7}, co daje
sumaryczng mase¢ 10 kilogramoéw.

Informatyczny kacik olimpijski (63): Plecak

Jednym z klasycznych probleméw algorytmicznych jest tzw. problem plecakowy
przedstawiany m.in. w nastepujacej wersji: mamy n przedmiotéw, ponumerowanych
liczbami od 1 do n. Kazdy przedmiot ma okreslong mase — i-ty przedmiot wazy
ml[i] kilograméw. Mamy do dyspozycji plecak, do ktérego mozemy zapakowad
przedmioty o tacznej masie co najwyzej M kilograméw. Chcemy dowiedziec sie,
jaka jest najwieksza masa przedmiotéw, ktoére mozemy zapakowac do plecaka, tak by
nie przekroczyé jego udzwigu.

Rozwiazanie tego problemu korzysta z metody programowania dynamicznego.
Mamy tablice d[0.. M], na poczatku zainicjowana wartosciami —oo. Kolejne
przedmioty rozpatrujemy w kolejnych fazach algorytmu. Bedziemy utrzymywali
niezmiennik, ze po i-tej fazie algorytmu d[j] # —oo, jesli sposrdéd przedmiotéw

ze zbioru {1,...,7} mozemy wybraé¢ podzbiér P o tacznej masie j. Ponadto d[j]
bedzie najwiekszym numerem przedmiotu, ktéry mozna umieéci¢ w pewnym P.
d[0] := 0;

for i :=1 ton do
for j := M downto m[i] do
if d[j — m[i]] # —oco then d[j] := i;

Odpowiedzig jest, oczywiscie, najwieksze j, takie ze d[j] # —oo. Nasze rozwiazanie
dziata w czasie O(nM) i pamieci O(n + M).

W praktyce jednak, wybierajac sie na wycieczke, pakujemy do plecaka rzeczy, biorac
pod uwage ich przydatnosé, a nie tylko to, jak imponujaco bedzie wygladatl nasz
plecak. W szczegdlnosci niektore z przedmiotéw sg bezuzyteczne, jesli w plecaku
nie znajda si¢ z innymi, np. wzigcie na wakacje statywu nie jest zbyt madre,

jesli nie wezmiemy aparatu fotograficznego. I wtasnie z ta ciut praktyczniejsza
wersja problemu plecakowego musieli zmierzy¢ sie uczestnicy finatu Potyczek
Algorytmicznych 2012. Dla kazdego przedmiotu i zostal okreslony inny przedmiot p[i],
bez ktérego przedmiot ¢ bedzie bezuzyteczny (albo p[i] = 0, jesli i jest przedmiotem
przydatnym samym w sobie). Pytamy znéw, jak ciezki plecak mozemy zapakowad,
nie przekraczajac jego udzwigu i nie zabierajac zadnego bezuzytecznego przedmiotu.

Zaleznosci miedzy przedmiotami mozemy przedstawic¢ jako drzewo: dla kazdego
przedmiotu ¢ tworzymy krawedz skierowana z wezla ¢ do wezta p[i] (patrz
rysunek). Dodajemy takze sztuczny przedmiot numer 0 o wadze m[0] = 0.
Widzimy, ze aby mozna byto zapakowa¢ do plecaka przedmiot ¢, musza tam
znalez¢ sie wszystkie przedmioty na Sciezce od wezta i w gore drzewa.

Okazuje sie, ze problem mozna rozwiaza¢ catkiem prosto, ale wymaga to pewnej
dozy pomystowosci i na zawodach udalo sie to tylko dwoém z 20 zawodnikow.
Bedziemy przeglada¢ przedmioty w kolejnosci wystepowania ich w drzewie

w porzadku preorder (czyli w kolejnosei przechodzenia drzewa w glab —

dla utatwienia przenumerujmy te przedmioty, jesli ich kolejnosé jest inna).
Rozwazamy przedmiot ¢ i pytamy sie o warunek istnienia upakowania P o masie j
przedmiotami ze zbioru {1,...,:}, jedli bierzemy przedmiot 7, ale nie bierzemy
zadnego bezuzytecznego przedmiotu. Zatézmy, ze istnieje poprawne upakowanie
plecaka przedmiotami P’ C {1,...,i — 1} o masie j — m[i] i ze k jest najwickszym
mozliwym numerem przedmiotu w P’. Zauwazmy, ze jesli k = p[i], to w oczywisty
sposéb P = P’ U {i} jest poprawnym upakowaniem. Podobnie jesli p[i] < k < i
(czyli wezel k znajduje si¢ w poddrzewie zaczepionym w lewym bracie wezta i),
to poniewaz P’ zawiera wszystkie przedmioty na $ciezce od k do korzenia,

wiec zawiera réwniez przedmiot p[i], zatem znowu bierzemy P = P’ U {i}. Jesli
natomiast k < p[i], to oznacza, ze zadne upakowanie o masie j — m[i] nie moze
zawieraé¢ przedmiotu p[i], czyli upakowanie P nie moze istniec.

Zaimplementowanie nowego rozwigzania wymaga jedynie kosmetycznej zmiany
w poprzednim programie:
d[0] := 0;
for i:=1ton do
for j := M downto m[i] do
if d[j — mli]] > p[i] then d[j] := i;
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