Symbol & oznacza operacje xor. Aby ja
wyznaczy¢, zapisujemy liczby binarnie,

a nastepnie sumujemy metoda ,szkolng”,
ignorujac przeniesienia.

@
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Krew mozemy potraktowaé jako
,poruszajacego sie obserwatora”,

do ktérego, ze wzgledu na zjawisko
Dopplera, dochodzi fala o czestosci

fr = fo(vu + vk)/vu; fo jest czestosdcia
zrodla, a fi, — czestoscig fali padajacej na
czerwone ciatka krwi, v,, — predkoscia fali
ultradzwiekowej, vy — predkoscig krwi.

Ponadto krew traktujemy jako Zrédlo
fali poruszajace si¢ w kierunku zrédta
ultradzwiekéw, a znajdujacy sie obok
zrédta mikrofon jako ,nieruchomego
obserwatora”, do ktérego dociera fala

o czestosci frn, = frvu/(ve — Vi), gdzie
fm — czestosé fali padajacej na mikrofon.

Czestosé dudnien jest réwna bezwzglednej
warto$ci réznicy czestosci fq = |fo — fml-
Zatem fu = fo — fo(vu +vk)/ (v — k),

stad v, = fa/(fa — 2fo)vw ive = 15 cm/s.

Nim 2 Nim_
z ruchem specjalnym zwykle zasady

Rys. 1. Zabranie dw6ch kamieni
z drugiego stosu w grze Nim 2
i odpowiadajacy temu ruch w Nim_.
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O trzech grach na trzech stosach
Wiktor KUROPATWA®, Wojciech NADARA™

Czy garé¢ kamieni usypanych w trzy stosy to wystarczajaco duzo, by zapewni¢ dwoém
osobom wyzwanie intelektualne? Okazuje sie, ze tak! W tym artykule, uzywajac tych
wladnie akcesoridow, stworzymy trzy gry, ktérych analiza prowadzié¢ bedzie do ciekawych
i w zadziwiajacy sposéb powigzanych ze soba wynikéw.

Pierwsza z gier jest znany ludzkosci od wiekéw Nim. Gracze wykonuja ruchy
na przemian, zabierajac z wybranego przez siebie stosu dowolng niezerows liczbe
kamieni. Gra konczy sie przegrana gracza, ktéry nie moze wykonaé ruchu, czyli wtedy,
gdy wszystkie stosy sg puste. Gra Nim pojawiala sie juz wielokrotnie na tamach
Delty (np. w numerze 7/2010), dlatego w tym artykule ograniczymy sie jedynie do
przypomnienia strategii wygrywajacej w tej grze. Otéz jesli przez a, b, ¢ oznaczymy
licznosci stoséw w Nimie, to to, ktéry z graczy wygra (o ile obaj graja optymalnie),
zalezy od wartosci wyrazenia

a®bdec.
Doktadniej, pozycja w Nimie jest przegrywajaca, gdy warto$¢ powyzszego wyrazenia
jest réwna zeru — wéwczas kazdy ruch prowadzi do pozycji o dodatniej wartosci
wyrazenia, czyli do pozycji wygrywajacej. Z kolei z kazdej pozycji wygrywajacej
istnieje co najmniej jeden ruch do pozycji przegrywajacej. Tak samo mozna zreszta
opisaé¢ gre Nim na wiekszej liczbie stosow.

Rozwazmy pewna drobna modyfikacje w zasadach Nima. Gracze nadal wykonuja ruchy
na przemian, zabierajac dowolna niezerowa liczbe kamieni z wybranego przez siebie
stosu. Dodatkowo jednak, jeden raz w ciagu gry kazdy z nich moze wykonaé¢ ruch
specjalny. Wykonujac taki ruch, gracz moze zabraé¢ kamienie z dwéch stoséw (mozna
wiec ruch specjalny rozumieé jako wykonanie dwéch ruchéw ,zwyklych” pod rzad).
Przegrywa, tak jak w zwyklym Nimie, gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu. Nazwijmy
te zmodyfikowana gre Nim 2.

Jak wyglada strategia dla gry Nim 27 Pierwszym kluczowym spostrzezeniem jest to, iz
nie optaca si¢ uzywac ruchu specjalnego, jesli nie zakonczy on gry. Sprébujmy to uzasadnié.
Spéjrzmy na sytuacje gracza A, ktoérego przeciwnik B wykonat jako pierwszy ruch
specjalny. Jezeli gra nie zakonczyta sie po ruchu gracza B, to mozliwe sa dwa przypadki.
Gracz A mogl znalezé si¢ w pozycji wygrywajacej w zwyklym Nimie — kontynuuje
wtedy rozgrywke, nie wykorzystujac ruchu specjalnego, a strategia dla zwyktego Nima
zapewnia mu zwyciestwo. Jezeli za$ po ruchu specjalnym przeciwnika gracz A znajdzie sie
w pozycji przegrywajacej, wykorzystuje natychmiast sw6j ruch specjalny. Po wykonaniu
pierwszego ze ,zwyklych” ruchéw na pewno znajdzie sie¢ w pozycji wygrywajacej,

a nastepnie, za pomoca drugiego ruchu, moze pozostawié¢ przeciwnika w pozycji
przegrywajacej. Dalej gracz A gra zgodnie ze strategia dla zwyklego Nima.

Oczywistym wnioskiem z powyzszego spostrzezenia jest fakt, iz ruchu specjalnego
nalezy uzy¢ dopiero wtedy, gdy w grze pozostang tylko dwa stosy. Ruch taki prowadzi
wtedy do natychmiastowego zwycigstwa. Tym samym gracz, ktéry doprowadzi

do oproéznienia ktoregos ze stoséw, przegra. Jedyna sytuacja, w ktorej oprdznienie stosu
jest nieuniknione, jest ta, w ktorej wszystkie trzy stosy maja licznosé¢ réwna jeden.
Stad gracze powinni graé tak, jakby grali w zwyklego Nima na stosach o jeden kamien
mniejszych! W ten sposéb gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu na ,zmniejszonych”
stosach, bedzie zmuszony opréznié jeden z (rzeczywistych) stoséw i przegra.

Opiszmy to nieco bardziej formalnie. Grajac w Nim 2, bedziemy jednoczesnie
wyobrazaé sobie rozgrywke w Nim na stosach o jeden mniejszych (nazwiemy te

gre Nim_, patrz réwniez rys. 1). Pokazemy, ze jesli mamy strategie wygrywajaca

w Nim_, to mamy tez strategi¢ wygrywajaca w Nim 2. Aby wykona¢ ruch w Nim 2,
patrzymy, jaki ruch zrobilibySmy w Nim_, a nastepnie powtarzamy go w Nim 2.

7 kolei gdy nasz przeciwnik rusza sie¢ w Nim 2, to jesli wykonat ruch specjalny lub
oproznit jakis stos — z dotychczas przeprowadzonego rozumowania wiemy, ze przegrat.
W przeciwnym przypadku powtarzamy jego ruch w grze Nim_.

Predzej czy pdiniej doprowadzimy przeciwnika do sytuacji w Nim_, w ktorej nie moze
wykonaé¢ ruchu, bo wszystkie stosy sa puste. To odpowiada sytuacji w Nim 2, w ktorej
wszystkie stosy maja licznos¢ jeden, zatem nasz przeciwnik réwniez tutaj przegrywa.

Ostatecznie wynik w grze Nim 2 bedzie zalezat od wartosci wyrazenia
(a—1)@b-1)® (c—1).



Pewien szczegdlny przypadek gry

Nim 3 zostal rozpatrzony w tekscie

,,O Olimpijskim Kétku Matematycznym”
w Delcie 10/2011 — w tamtym artykule
wysokosci stoséw byly trzema kolejnymi
liczbami naturalnymi.

w

Rozwigzanie zadania M 1387.
Odbijamy symetrycznie punkt B E
wzgledem A. Otrzymany
punkt nazwijmy E.

A

B C

Odcinek CA jest srodkowa tréjkata BCE,
a poniewaz CD : CA = 2/3, wiec D jest
srodkiem ciezkoéci tego tréjkata. Niech
F oznacza $rodek boku C'E. Lezy on

na przedluzeniu odcinka BD. Poniewaz
EA = AB = AC, wiec kat BCE jest
prosty, a zatem réwniez kat AFC jest
prosty. Stad punkty A, P,C, F leza

na okregu o $rednicy AC. Wobec tego
XPCA = xPFA. Ale AF || BC, wiec
XPFA = xDBC = ¥xPBC.

®
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Nim 3 Nim
bez rownych stosdéw zwykle zasady

Rys. 2. Odpowiadajace sobie ruchy
w grach Nim 3 i Nim.

Co ciekawe, powyzsze rozumowanie nie daje sie uogdlni¢ na wieksza liczbe stosow.
Tym samym zachecamy Czytelnikéw do samodzielnych préb rozwigzania uogélnionej
wersji gry Nim 2!

Przyjrzymy sie teraz kolejnemu wariantowi gry Nim, ktory nazwiemy Nim 3. Tym
razem modyfikacja jest taka, ze po zadnym ruchu nie mogg powstaé¢ dwa stosy

o réwnej liczbie kamieni (zakladamy, ze na poczatku takze wszystkie stosy byty
rézne). Gra konczy sie standardowo, gdy gracze nie moga juz wykonaé zadnego ruchu,
a zwycieza ten, ktéry wykonal ostatni ruch. Przy czym w tej wersji sytuacja koncowa
jest moment, w ktérym stosy maja licznos¢ 0, 1 oraz 2.

Zastanowmy sie, czy Nim 3 rzeczywiscie rézni sie od Nima z punktu widzenia

gracza, ktéry w Nimie ma strategie wygrywajaca. Przypomnijmy, ze owa strategia
wygrywajaca w Nimie polega na zabraniu z pewnego stosu odpowiedniej liczby
kamieni tak, aby xor licznosci stoséw z niezerowego stal si¢ zerowy. GdybysSmy
probowali zastosowaé podobna strategie tutaj, to natkniemy si¢ na przeszkode. Istnieja
konfiguracje, w ktorych wszystkie takie ruchy prowadza do wyréwnania licznosci
pewnych stosow. Sg to dosé charakterystyczne sytuacje, bo jezeli a @ b @ ¢ = 0 oraz,
bez straty ogélnosci, a = b, to ¢ = 0, czyli jeden ze stoséw musi by¢ pusty.

Skoro juz zauwazyliSmy, gdzie lezy trudnos¢ w zastosowaniu standardowej taktyki, to
moze udatoby nam sie wymysli¢ inna gre, w ktorej strategia wygrywajaca stalaby sie
bardziej jasna, a odpowiednim ruchom w niej odpowiadalyby pewne ruchy w Nim 37
Problemem, na ktéry natkneliémy sie, stosujac do gry Nim 3 strategie z Nima, byto to,
ze gdy jeden stos stal sie pusty, to ruchy, ktére chcielibySmy wykonaé, nagle staty sie
ruchami zakazanymi. Pomys$lmy zatem, zamiast o Nim 3, o analogicznej grze, w ktorej
ruchem zakazanym jest takze opréznianie stoséw. Zauwazmy, ze po dotozeniu takiego
wygodnego zalozenia juz z powodzeniem mozemy zastosowaé standardowa strategie
wygrywajaca dla gry Nim, gdyz ruch zerujacy xora licznosci wszystkich stoséw nigdy
nie bedzie prowadzil do wyréwnania licznosci pewnych stoséw, bo jak juz wczeséniej
zauwazyliémy, implikowaloby to, ze pewien ze stoséw jest pusty, a zatozylisémy,

ze tak by¢ nie moze.

To, co nam pozostalo, to sztucznie zasymulowaé zalozenie o tym, ze ruch oprézniajacy
stos jest ruchem zakazanym. Sytuacja konicowa w takiej grze bedzie uktad, w ktérym
stosy beda mialy licznosci 1,2, 3. Nasuwa sie zatem pomyst, aby do kazdego

stosu w Nim 3 doda¢ po jednym wirtualnym kamieniu, ktérego zaden z graczy

nie moze zabraé. Zauwazmy, ze wtedy zaréwno nie bedzie mozliwe opréznienie

stosu, bo gracz nie moze zabraé¢ wirtualnego kamienia, jak i sytuacje koficowe

beda sie zgadzaé, bo w grze Nim 3 bez tego zalozenia sytuacja koncowa miata
postac¢ 0,1,2. Zatem juz prawie osiagneliémy cel — mianowicie sprowadzilisémy

Nima 3 do gry, w ktérej bedziemy mogli juz stosowaé standardowa taktyke znang

z Nima. Pozostaje nam jedynie formalnie udowodnié¢, ze powyzsze sprowadzenie jest
rzeczywiscie poprawne.

Stosujemy rozumowanie podobne jak poprzednio i, grajac w Nim 3, wyobrazamy

sobie rozgrywke w gre Nimy, czyli w zwyktego Nima ze stosami zwiekszonymi o jeden
kamien (rys. 2). Zakladamy, ze mamy strategie wygrywajaca w Nimy, i chcemy
wykazaé, ze mamy takze strategie wygrywajaca w Nim 3. Tym razem kazdy ruch
przeciwnika w Nim 3 mozemy powtérzy¢ w grze Nim. . Z kolei, aby wykonaé¢ nasz ruch
w Nim 3, patrzymy na nasz ruch w Nimy. Ruch ten prowadzi nas do sytuacji, w ktérej
xor licznosci stoséw jest zerowy. Gdyby to byta sytuacja, w ktérej oproznilismy jeden
ze stoséw, to dwa pozostate musialyby byé réwne, co nie jest mozliwe, gdyz w takiej
sytuacji bylyby tez réwne na poczatku (co jest niezgodne z zasadami Nim 3). Zatem
nasz ruch w Nimy na pewno nie oprézni zadnego stosu, czyli jest on poprawnym
ruchem w Nim 3 i mozemy go tam powtérzy¢.

Zauwazmy, ze przez calyg gre w Nim4 na planszy beda stosy réznej licznosci, wiec
w koncu doprowadzimy przeciwnika do sytuacji 1,2, 3, co odpowiada jego przegranej
w grze Nim 3 z sytuacja 0, 1, 2.

Stad wniosek, ze gracz ma w grze Nim 3 strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy,
gdy ma on strategie wygrywajaca w analogicznej konfiguracji Nima z dotozonymi
wirtualnymi kamieniami — po jednym do kazdego stosu, czyli wynik gry zalezy od
wartosci wyrazenia

(a+1)@(b+1)@(c+1).

Kwestie uogoélnienia gry Nim 3 na wiele stoséw zostawiamy do rozwazenia
Czytelnikom.
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