Informatyczny kacik olimpijski (65): Opdznione wyszukiwanie

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem Delayed search, ktére pojawito sie w 2004 r.
w konkursie Internet Problem Solving Contest, organizowanym co roku przez

Stowakéw. Zadanie jest wariacja na temat znanej zabawy ,zgadnij, o jakiej liczbie
mysle”: organizatorzy wybrali pewna liczbe naturalng m z przedziatu [1,n], a my

mamy ja wyznaczy¢, zadajac pytania ,jak sie ma wybrana liczba do liczby k7,
na ktore dostajemy odpowiedz, ze jest ona mniejsza, wieksza lub réwna k.
Zadanie ma jednak dodatkowe urozmaicenie: odpowiedz na i-te pytanie

dostajemy dopiero po zadaniu pytania numer d + i (w szczegdlnosci, pierwsza
odpowiedZ po zadaniu d + 1 pytan). Poniewaz za kazde zadane pytanie naliczane
sa nam punkty karne, chcemy znalez¢ liczbe m za pomoca jak najmniejszej
liczby pytan. Zabawa konczy sie, gdy ustyszymy odpowiedz ,wybrana liczba

jest réwna k7. Warto dodaé, ze chcemy zminimalizowaé liczbe pytan zadanych

w pesymistycznym przypadku — organizatorzy nie musza ustala¢ m zawczasu,

moga swa decyzje opiera¢ na naszych pytaniach tak, aby wymusi¢ na nas zadanie
jak najwiekszej ich liczby.

Dla d = 0 rozwiazanie jest znane: uzywamy wyszukiwania
binarnego. Kazde pytanie dzieli przedzial, w ktérym
moze znajdowaé sie m, na pol, potrzebujemy zatem
[logn| + 1 pytan. Pozyteczne bedzie przyjrzenie sie

tej strategii blizej. Zalézmy, ze mamy ustalona liczbe
pytan, k. Zastanéwmy sie, jaka jest najwicksza

dhugo$é przedziatu n, dla ktérej k pytan wystarczy

do wyznaczenia m? Oznaczmy te liczbe przez £4(k).

Oczywiscie, £o(1) = 1, bo musimy zadaé¢ jedno pytanie
o liczbe 1, by dostaé¢ odpowiedz, ze zgadlismy
poprawnie. Zalézmy, ze mamy k > 1 oraz przedzial
[1,n] i ze zadajemy pierwsze pytanie o liczbe i. Mamy
do rozwazenia trzy przypadki: albo mamy szczescie,
m =1 1 gra si¢ konczy, albo m < i, zostaje nam
k — 1 pytan i wiemy, ze szukana liczba znajduje sie
w przedziale [1,7 — 1], albo m > 4, mamy k — 1 pytan
i przedzial [i + 1, n]. Poniewaz k — 1 pytan wystarczy
dla przedzialu o dlugosci £(k — 1), wiec zmiescimy
sie w limicie pytan, oile i — 1,n — i < {o(k — 1).
Optaca nam sie, zeby przedzialy [1,7 — 1] i [i + 1,n]
byly jak najdtuzsze, wiec mozemy przyjaé¢ dowolne
n <14 20(k—1) oraz i = [n/2]. Zatem

lo(k) =14 206(k —1).
Rozwiazujac te rekurencje, dostajemy, ze £o(k) = 2% — 1,
co dla ,klasycznych” 20 pytan daje nam przedzial
dlugosci £5(20) = 1048 575.

Dla d > 1 mozemy zastosowaé trywialna strategie:

po kazdym pytaniu czekamy na odpowiedz, zadajac

d ,ghupich” pytan. Taka strategia wymaga zadania
(d+ 1)([logn] + 1) pytan. Nie jest zbyt dobrze,

gdyz w ten sposéb 20 pytan pozwoli nam dla d =1
jedynie na przedzial dlugosci 1023. Zdradzimy za$, ze
optymalna strategia daje ¢1(20) = 10945. Musimy wiec
umie¢ wyznaczaé kolejne pytania, zanim dostaniemy
odpowiedz na poprzednie.

Rozwazmy przypadek d = 1. Zatézmy, ze pierwsze dwa
pytania sa o liczby 4 oraz j (bez straty ogdlnosci i < j).
W tym momencie znamy juz odpowiedZ na pierwsze

z tych pytan. Jesli wiec gra sie nie skonczyla, to

albo m < i 1 wtedy pytanie o j jest stracone (wiemy
na pewno, ze m < j), zatem mamy k — 2 pytan

20

i przedzial [1,i — 1]. Jesli zas§ m > 4, to zostajemy
z przedziatem [i + 1, n], w ktérym zadali$my
juz jedno pytanie j. MogliSmy wiec przewidzie¢
te sytuacje i uzy¢ jako j pierwszego pytania
z optymalnej strategii dla d = 1 i przedziatu dlugosci
n — ¢. Dzigki temu nie marnujemy tego pytania
i w sumie zostaje nam k£ — 1 pytan. Stosujac
rozumowanie jak poprzednio, mamy

(k) =1+ b1(k—2)+t1(k—1).
Poniewaz ¢1(1) =0, £1(2) = 1, wiec rozwigzaniem
rekurencji jest ¢ (k) = Fy, — 1, gdzie F}, jest k-ta liczba
Fibonacciego. Zatem strategia postepowania dla d =1
jest nastepujaca: zadajemy pytanie, dzielac najdluzszy
przedzial w zlotej proporcji.

Podobng strategie mozemy zastosowaé dla d > 2.
Zadajemy d pytan: pierwsze o liczbe 7, a nastepne
o coraz wigksze liczby zgodnie z optymalna strategia dla
przedziatu dlugosci n — 4. Jesli gra sie nie skonczyla,
to albo m < ¢ i mamy k — d — 1 pytan na przedziale
dtugosci ¢ — 1, albo m > ¢ i mamy k — 1 pytan
na pozostalej czedci przedziatu. Zatem

La(k) =1+ gk —d—1)+ La(k —1).
Okazuje sie, ze powyzsza strategia jest optymalna.
Dowdéd tego faktu jest nieco techniczny,
zainteresowanych Czytelnikéw odsylamy do pracy [1].
Jej autorzy podaja réwniez ,zyciowy” przyktad
zastosowania ,,op6znionego” wyszukiwania binarnego.
Chcieli oni mianowicie wyznaczy¢ optymalny poziom
trudnosci prac domowych dla grupy studentéw, zadajac
im prace i analizujac ich wyniki (tzn. sprawdzajac,
czy sobie z nimi poradzili, czy nie). Z uwagi jednak
na organizacje zaje¢ studenci dostawali nowa prace
domowa co tydzien, a mieli ja oddaé¢ na nastepnych
zajeciach. Zatem profesorowie musieli przygotowac
zadania na zajecia w tygodniu ¢ + 1, zanim sprawdzili
zadania z tygodnia ¢ — zastosowali zatem powyzszy
algorytm dla d = 1.
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