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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 570, 571
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

570. Pret o dlugosci [, promieniu r i masie m porusza si¢ wewnatrz pionowej
rury o promieniu R < [, wypelnionej nieécisliwa ciecza o gestosci p, wzdluz
jej osi. Gestodé¢ preta jest mniejsza od gestosci cieczy. Znalezé przyspieszenie
preta. Opory ruchu (lepko$¢ cieczy) mozna zaniedbad.

571. W pionowej, waskiej rurce o dtugosci 2! dolny koniec jest zamkniety,

a gorny otwarty. W dolnej polowie znajduje sie gaz doskonaly o temperaturze 77,
gbérna polowa jest wypelniona rtecia. CiSnienie zewnetrzne jest réwne ciSnieniu
stupka rteci o wysokosci . Do jakiej temperatury wystarczy ogrzaé gaz w rurce,
aby cala rteé zostala z niej wyparta?

Rozwigzania zadan z numeru 9/2013

Przypominamy tresé zadan:

562. Sze$cian o masie m stoi na powierzchni poziomej. Z jaka minimalng sita F' i pod jakim katem o«
do poziomu (rys. 1) nalezy ciagnaé sze$cian za $rodek gérnej krawedzi, zeby przewrécil sie bez poslizgu,
jezeli wspotczynnik tarcia wynosi pu? Sita I jest prostopadla do gérnej krawedzi szescianu.

563. W Srodku nieruchomej, wydrazonej, przewodzacej kuli o promieniach wewnetrznym a

i zewnetrznym b umieszczono czastke o masie m naladowang tadunkiem g > 0 (rys. 2). Jaka predkosé
nalezy nadaé czastce, aby przez waska szczeling oddalita si¢ do nieskonczonosci? Przenikalnosé
elektryczna prozni eg jest dana.

562. Warunek na brak poslizgu ma postaé: F cosa < u(mg+ Fsina). Aby
nastapit obrét wokot dolnej, przedniej krawedzi, musi by¢ spetniony warunek:

aF cosa < 8% gdzie a jest krawedzig szeScianu. Rozwazmy przypadek
graniczny, gdy sita F' = Fy = 5o~ nie powoduje jeszcze obrotu. Z warunku

tg o

1—2p
5 .

na brak poslizgu otrzymujemy wtedy: %& < ,umg(l + ), czyli tga >
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:

1) u < 0,5, wtedy tga = %,

2) > 0,5, wtedy a = 0.

Ostatecznie otrzymujemy odpowiedz:

a=0 i F>"% dlau>0p5
oraz
1-2 Vo? —dp+1
tga =12 ops MV AL 05,
% 2p

563. W chwili poczatkowej na wewnetrznej powierzchni wydrazonej kuli indukuje
sie tadunek —gq, a na powierzchni zewnetrznej ¢, poniewaz w przewodniku nie ma
pola elektrycznego. Energia poczatkowa uktadu jest suma energii kinetycznej
czastki, energii W oddzialywania elektrostatycznego czastki z tadunkami
indukowanymi oraz energii W» oddzialywania miedzy tadunkami indukowanymi.
Wi = kqQ(% — %), gdzie k = ﬁ, Way = %, gdzie U jest napieciem miedzy
sferami o promieniach a i b zwigzanym tylko z tadunkami na sferach. Potencjat
sfery wewnetrznej wynosi V(a) = kq(% — i) < 0, potencjal sfery zewnetrznej
V(b) =0, U = —V(a). Po oddaleniu si¢ czastki do nieskoniczonosci energia uktadu
wynosi zero i z zasady zachowania energii otrzymujemy szukang predkos¢:

k(b —a)

mab

22



Zadania z matematyki nr 673, 674
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 673. Czy istnieja cztery kolejne liczby catkowite dodatnie, ktérych iloczyn,
210

powigkszony o , jest kwadratem liczby catkowitej? Poda¢ wszystkie
' — rozwiazania (jesli istnieja).
® 674. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R, ktore spelniaja uktad réwnan

funkcyjnych
flz+1)=flx)+1, f(@2*)=f(z)? dazeR.

Zadanie 674 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.
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Rozwigzania zadann z numeru 9/2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
663 (WT =1,92) i 664 (WT = 1,53)

Przypominamy tresé zadan:

665. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkty P i Q lezag odpowiednio na bokach BC i DC, odcinki
z numeru 6/2013 BP i DQ maja jednakowa dlugoéé. Dowiesé, ze odcinki BQ i DP przecinaja sie w punkcie, lezacym
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55 na dwusiecznej kata BAD.

Marek Spychata
Janusz Fiett
Andrzej Idzik
Marcin Matogrosz
Wojciech Maciak

Warszawa 39,37
Warszawa 38,75
Bolestawiec 37,70
Warszawa 37,48
Warszawa 36,72 665. Niech X bedzie punktem przecigcia odcinkéw BQ i DP. Przedtuzamy odcinek DP

do przecigcia z prosta AB w punkcie Y. Z réwnoleglosci DC||AB oraz AD||BC wynikaja

proporcje

666. Niech W bedzie wielomianem stopnia k£ > 2, o wspoétczynnikach catkowitych nieujemnych.
Zakladamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 warto$¢ W (n) jest k-ta potega liczby calkowitej
nieujemnej. Udowodnié, ze W ma posta¢ W (x) = (az + b) k gdziea >1,b >0 sg liczbami catkowitymi.

|XY| |BY] |AY]  |BY|
|XD[  |QD| |AD|  |BP|
Prawe strony tych réwnosci maja jednakowa warto$é, bo |BP| = |QD)|. Zatem i lewe

strony maja jednakowa wartosé; a to znaczy, ze w tréjkacie DAY odcinek AX
jest dwusieczng kata przy wierzchotku A (czy go nazwiemy BAD, czy DAY, to
wszystko jedno).

666. Niech

k

Wi(x) = Z c;z;

=0

¢ €Z,c;20(j=0,...,k); ck >0.

Z zalozenia istnieje ciag liczb catkowitych nieujemnych (d,) taki, ze

W(n)=df dlan=1,23,...
/ Ciag W(n)/n*, czyli (d./n)¥, dazy do cx, gdy n — oc. Stad
dn . d’n, d’n, 1
// (1) o e/* atakie 1 Gnp1 T —c/f, gdy n— oo
/ — n k n+1 n k
l N\ Réznica W(x 4+ 1) — W(x) jest wielomianem stopnia k — 1, z wyrazem
/ \ ) wiodacym kcpz®~!. Zatem
1) —
[ d (2) Wi +nk)—1 W kew,  gdy n — oo.
‘ 7 drugiej strony,

Wn+1)-W(n) _ di—d,
\ (3) nk—1 T k1

= (dn+1 - dn) . An,ky

\ gdzie
k—1 k-1 k—1—j j
1 k—1—j 77 _ dnt1 dn
An’kiﬁzd"ﬁ’l dnfz n 7 .
* §=0 §=0
Wobec zwiagzkéw (1), przy n — oo mamy
k—1
(4) Ange = Y TGN = ke TR
§=0

7 zaleznosci (3), (4), (2) wynika teraz, ze przy n — oo
1 W(n+1) —W(n) 1/k
dn+1 - dn = An . . k-1 — Ck/ .

Réznica d,4+1 — d, przedstawia wiec ciag liczb catkowitych,

ktory jest zbiezny — taki ciag jest od pewnego miejsca staly.

Oznaczajac a = ¢,/ ", mamy zatem

dpnty1 —dn =a dlan = ng;

liczba a jest catkowita oraz dodatnia.
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Dla liczb calkowitych n > no uzyskujemy réwnosé

W(n) = dp, = (dny + (n = n0)a)* = (an +b)",
gdzie b = dp, — noa jest liczba catkowita. Wniosek: W jest
wielomianem

W (z) = (az + b)¥;

pozostaje tylko zauwazy¢, ze b > 0, skoro (z zalozenia)
wspbtezynniki ¢; wielomianu W sa nieujemne, zaé ¢y = b¥,
c1 = kab® ™1, a > 0.



