Wszystkie zadania wraz z rozwigzaniami
sg dostepne na stronie internetowej
Olimpiady www.om.edu.pl.

Jak byto na LXV OM

W LXV Olimpiadzie Matematycznej wzigto udzial 1167 uczniéw. Do zawoddw
drugiego stopnia zakwalifikowano 507 os6b, a do finaltu, zorganizowanego
przez Zesp6l Szkol Ogolnoksztalcacych im. Stefana Zeromskiego przy

ul. Sienkiewicza 1 w Itawie, zaproszono 138 mtodych ludzi.

W zawodach pierwszego stopnia najtrudniejsze byto zadanie jedenaste, ktére
rozwigzalo poprawnie tylko 65 oséb, w tym 39 bez zarzutu. W ogdle zawody
pierwszego stopnia byly trudne i to chyba bylo przyczyna zmniejszenia sie
liczby uczestnikdw.

W zawodach okregowych (ktére nie byly bardzo trudne) najtrudniejsze bylo
zadanie szoste.

Liczbe naturalng n nazwiemy dobrg, jezeli istnieje taka liczba pierwsza p, ze
liczba n jest podzielna przez p, ale nie przez p*. Wykazaé, ze wsréd liczb

Rozwiazato je poprawnie lub z drobnymi zastrzezeniami 3* zawodnikéw. Niektorzy
zauwazyli, ze liczba niedobra moze by¢ zapisana w postaci a?b®, przy czym,
oczywiscie, a < V1012 = 10% i b < V1012 = 10* — jest tak poniewaz jesli

n > 1 jest liczbg parzysta, to p™ = (p™*/?)?, a jedli n > 1 jest liczba nieparzysta,
to p™ = (p("=3)/2)2 . p3 wiec jest ich mniej niz 10° - 10* = 10'° = 0,01 - 10'2.

Latwiejsze byly zadania drugie i piate, oba z planimetrii, kazde rozwiazal
poprawnie mniej wiecej co czwarty uczestnik zawodow.

W finale tej OM najtrudniejsze okazalo sie zadanie drugie.

Dane sq takie liczby calkowite k > 2, n > 1 oraz ay,as,...,ax @ by, ba, ... by, Ze
Il<ap <ag < - <ap<by <by<---<b,. Wykazaé, zZe jezeli
a4+ as+...4+ar >by+bs+...4+by, toay-as-...-ap >by-by-... by,

ktére rozwiazato jedynie 8 finalistéw.

Najlatwiejsze bylo zadanie pierwsze.

Dane sq wzglednie pierwsze liczby catkowite k,n > 1. Na tablicy napisano

w pewnej kolejnosci wszystkie dodatnie liczby catkowite nieprzekraczajgce k + n.
Ruch polega na zamianie miejscami dwoch liczb roznigeych sie o k albo o n.
Downesc, ze mozna wykonaé cigg ruchow, ktory doprowadzi liczby na tablicy

do kolejnosci 1,2,....k+n— 1,k + n.

Z nim sprawdzajacy mieli najwigksze problemy. A oto nieco przeredagowane
rozwiazanie Adama Klukowskiego (Liceum im. S. Staszica w Warszawie).

Niech a1, az,...,akn oznacza dany cigg. Niech ap, = j dla j =1,2,...k+n
~ ta réwnos$¢ definiuje jednoznacznie liczbe bj. Dla ciggu (bj) ruch polega

na zamianie jego dwoch wyrazéow znajdujgcych sie w odlegtosci k lub n. Jesli
umiemy posortowad drugi cigg, to pierwszy tez. Definiujemy cigg (c;),
przyjmujgc, ze c; = by, gdzie m; oznacza te liczbe sposrod 1,2,...,k+n, dla
ktorej réznica ki — m; jest podzielna przez k + n. Poniewaz NWD(k, k+n) =1,
wiec cigg (¢;) to permutacja ciggu (bj). Ruchy w ciggu (b;) odpowiadajq
zamianie kolejnych wyrazéw ciggu (c;). Do ciggu (cj) mozna zastosowad
sortowanie bgbelkowe pozwalajgce ustawié jego wyrazy w dowolnej kolejnosci.

Najwazniejszym i najsmutniejszym wydarzeniem w roku szkolnym
2013/14 by! fakt, iz 23 lipca 2014 r. odszedl! od nas Kamil Duszenko
znany wielu uczestnikom Olimpiad.

Przez ostatnich sze$¢ lat Kamil redagowal zadania na zawody, ich firmowe
rozwiazania, pisal broszury — sprawozdania z kolejnych Olimpiad. Dostarczat
wiele zadan na zawody w Polsce i nie tylko. Uczestniczyl w obozach naukowych
olimpiady, wyjezdzal na zawody baltyckie, na zawody do Rumunii. Finalisci
kilku olimpiad pamietaja, jak prowadzil oméwienia zadan po zawodach
finalowych. Niestety, nie byto Go z nami na finale LXIV ani na finale LXV OM.
Walczyl wtedy z choroba, ktéra w koncu go pokonata. Piszacemu te stowa
trudno pogodzi¢ sie ze Smiercia 28-letniego Kamila, cztowieka pelnego zycia,
mitosnika matematyki.
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Nieco wiecej o Kamilu mozna przeczytaé¢ na stronie olimpijskiej. Tu chcialbym
napisa¢ kilka stéw o Jego podejsciu do zadan olimpijskich. Olimpiada zajmowal
sie do ostatnich chwil swego zycia. W biezacej Olimpiadzie wéréd 12 zadan

z zawodéw pierwszego stopnia cztery sa Jego: 1, 3, 8 i 12. Rozwiazania
wszystkich dwunastu zadan, ktére beda pojawiac sie na stronie OM, wiekszosci
napisal, a wszystkie zredagowal, pracujac nad tym jeszcze w lipcu.

Oto rozwiazanie cytowanego wyzej zadania drugiego z finalu LXV OM.
Niech f(u) = u dla uw=2,3,4,.... Udowodnimy, ze f(w) > f(w+ 1) dla kazdego

w > 3. Bezposrednie wymnoZenie wskazuje, ze

(%) <=

Poniewaz (r+1)% < 2r? dla r > 1+ /2, wiec
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(“’TH)W < w, co jest réwnowazne nieréwnosci f(w) > f(w+ 1). PoniewaZ
by > 4, wiec z zaleznodcei f(w) > f(w+ 1) i zwigzku f(2) = f(4) otrzymujemy

fla;) = f(b) dlai=1,

2,....k oraz f(b1) > f(b;) dla j=1,2,...,n.

W mysl okreslenia funkcji f powyzsze nierdwnosci mozna zapisaé w postact
a; > f(b1)% dlai=1,2,...,k oraz f(b1)% >b; dlaj=1,2,...,n.

Stad za$, po wymnozeniu stronami i skorzystaniu z warunku (1), uzyskujemy
a;-ag ... QA = f(bl)a1+a2+”'+ak > f(bl)b1+b2+'“+b” >by-by-...-by,.

W zawodach II stopnia LXIIT OM pojawilty sie dwa
zadania Kamila, raczej trudne.

Zadanie 3. Niech m,n bedq takimi dodatnimi liczbamsi
calkowitymi, ze w zbiorze {1,2,...,n} znajduje sie
doktadnie m liczb pierwszych. Dowiesé, Ze wsrod
dowolnych m + 1 rézZnych liczb z tego zbioru mozna
znalezé liczbe, ktora jest dzielnikiem iloczynu pozostalych
m liczb.

Zadanie 6. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby
calkowitej k w zapisie dziesietnym. Dowie$é, zZe istnieje
nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n,
ze S(2™ +n) < S(27).

Autorem zadania 12. z pierwszego stopnia LXV OM tez
byt Kamil:

W prostokqcie P zaznaczono n* roznych punktow. Dla
kazdej liczby calkowitej n > 2 znaleZé najwiekszq mozliwg
liczbe prostokgtow, w ktorych kazdy wierzcholek jest
jednym z zaznaczonych punktow, a boki sq rownolegle

do bokow prostokqta P.

— to zadanie rozwiazal tylko co dziesiaty uczestnik
zawodow, wiec okazalo sie dosy¢ trudne.

2

A oto Jego zadanie 2. z drugiego stopnia LXIV OM.
Okregi 01 i 02 0 Srodkach odpowiednio Oy © Oy przecinajq
sie w dwoch rézZnych punktach A i B, przy czym kqt

01 AO; jest rozwarty. Prosta O1B przecina okrgg oo

w punkcie C' réznym od B, a prosta O3B przecina

okrgg o1 w punkcie D roinym od B. Wykazaé, Ze

punkt B jest $rodkiem okregu wpisanego w trojket ACD.
— to byto zadanie nietrudne.

Zawody trzeciego stopnia LXIIT OM otwierato tatwe, ale
bardzo zgrabne zadanie.

Rozstrzygnagd, czy istnieje taka dodatnia liczba

wymierna w, niebedgcea liczbg catkowitq, zZe potega w™
jest liczbg wymierng.

Przypomne jeszcze zadanie széste z finalu LXT OM.
Dana jest liczba rzeczywista C > 1. Cligg dodatnich liczb
rzeczywistych ayi,as,as, ..., wktorym a1 =11 as = 2,
spelnia warunki app = GGy 0702 Aman < Clam + ay) dla
m,n=1,2,3,.... Dowie$¢, Ze a, =n dlan=1,2,3,....
To zadanie okazalo si¢ bardzo trudne, zreszta zgodnie

z przewidywaniami. Bezblednie rozwiazal je tylko jeden
uczestnik finahu, a drugi byl w pierwszej czesci drogi
prowadzacej do szczescia, za co otrzymal dwa punkty.

Moéj wybér jest oczywiscie catkowicie subiektywny. Wybieratem zadania tylko
sposrdd tych, ktére pojawity sie na zawodach OM. Chcialem pokazaé ich
roznorodno$é: sg tu trudne, latwe, geometryczne, kombinatoryczne, algebraiczne
i teorioliczbowe. Jest wiele, ktorych z réznych przyczyn nie zaproponowano
olimpijczykom. Nie widaé¢ wspaniale zrobionych rysunkow, zawsze
jednobarwnych, czesto skomplikowanych, ale jednak czytelnych i jakze réznych
od pojawiajacych sie w wiekszoéci podrecznikow szkolnych. Gdy patrzymy

na rozwiazania zadan, nie uswiadamiamy sobie ogromnego wkladu pracy, dzigki
ktéremu sa one zawsze napisane mozliwie elementarnie, tak by uczniowie i ich
nauczyciele tatwiej mogli je zrozumieé¢. W broszurach wiele zadan jest
rozwiazanych wiecej niz jednym sposobem.

Warto pamietaé, ze Kamil poza Olimpiada zajmowal si¢ aktywnie innymi
rzeczami, w szczegdlnosci byl twérczym matematykiem — napisal prace
doktorska, ktorej obrone uniemozliwita Smiertelna choroba.
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