Informatyczny kacik olimpijski (87): Zliczamy puste prostokaty

Rys. 1. Przykladowy kwadrat rozmiaru
n = 4 z czterema polami zabronionymi
(zaznaczone krzyzykami). Najwigkszy
pusty prostokat ma rozmiar 2 X 3.
Ponizsza tabelka przedstawia liczno$ci
pustych prostokatéw dla wszystkich
rozmiaréw h X w:

h X w Liczba ‘ h X w Liczba
1x1 12 2x1 7
1x2 6 2 X2 3
1x3 3 2x3 1
1x4 1 3x1 3
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Rys. 2. Zacieniono trzy prostokaty, ktore
reprezentuja obszar dla pola (8,7).
Ponizsza tabelka przedstawia zawartosé
stosu dla pdl (8,5), gdy 0 < j < 9.

j d[8,7] Stos (elementy h X w)
0 0 pusty

1 3 3x1

2 8 3x1, 8x1

3 1 1x3

4 5 1x3, 5x1

5 3 1x3, 3x2

6 8 1x3, 3x2, 8x1
7 7 1x3, 3x2, Tx2
8 2 1x3, 2x5

9 0 pusty

W tym miesigcu zajmiemy sie do$¢ klasycznym zadaniem. Dany jest kwadrat
rozmiaru n x n podzielony na n? pél, przy czym niektére pola sa zabronione.
Dowolny zawarty w tym kwadracie prostokat, ktéry nie zawiera zadnego pola
zabronionego, nazwiemy prostokgtem pustym (rys. 1). Nalezy znalezé pusty
prostokat o jak najwiekszym polu.

To zadanie nie powinno by¢ nowoscia ani dla mitosnikéw zadan olimpijskich
(pojawito si¢ m.in. na IX Olimpiadzie Informatycznej jako zadanie pt. Dzialka),
ani dla statych czytelnikéw Delty (omawialidmy jego rozwiazanie w artykule
Prostokgt arytmetyczny w numerze 3/2012). Co wiecej, rézne modyfikacje tego
zadania pojawialy sie tez (i nadal pojawiaja) na innych konkursach. Przykladowe
modyfikacje moga polega¢ na tym, ze jesteSmy proszeni o znalezienie pustego
prostokata o najwiekszym obwodzie, liczby pustych prostokatéw czy tez
sumarycznego pola powierzchni wszystkich pustych prostokatéw. I choé gtéwna
idea rozwiazania wszystkich tych wersji zadania jest taka sama, to réznia sie one
w szczegdlach, ktore kazdorazowo trzeba dopracowacé. Tutaj przedstawimy do$é
ogolna metode, ktéra pozwoli nam bardzo tatwo rozwigzywaé podobne zadania.
A mianowicie pokazemy, jak wyznaczy¢ w sumarycznym czasie O(n?) liczbe
pustych prostokatow rozmiaru h x w dla wszystkich wartoséci 1 < h,w < n.

Pole lezace na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny kwadratu bedzie miato
wspolrzedne (i, j). Przede wszystkim dla kazdego pola (i, j) bedziemy chcieli
znaé liczbe niezabronionych pdl lezacych powyzej niego (wlacznie z tym polem);
oznaczymy te warto$é przez d[i, j]. Caly tablice d tatwo obliczyé w czasie O(n?),
gdyz d[i, j] = 0, jesli pole (4, ) jest zabronione oraz d[i, j] = d[i — 1,j] + 1

w przeciwnym przypadku. Dla uproszczenia zaktadamy réwniez, ze wszystkie
pola poza kwadratem sa zabronione i d[z,0] = d[i,n + 1] = 0.

Rozwiazanie podzielimy na n faz; w i-tej fazie bedziemy rozpatrywaé prostokaty,
ktérych dolny bok zawiera pola z i-tego wiersza. Ustalmy pewne pole (4, j)

i rozwazmy wszystkie puste prostokaty, ktérych prawy dolny rég znajduje sie

na tym polu. Zbior wszystkich pél, w ktérych moze znajdowac sie lewy gérny rég
takiego pustego prostokata, jest obszarem, ktérego gorny obrys sktada sie

z odcinkéw idacych w prawo i do géry. Taki obszar bedziemy reprezentowali jako
sume minimalnej liczby roztacznych prostokatéw o coraz wigkszych wysokosciach,
ktorych dolne boki dotykaja i-tego wiersza (rys. 2). Rozmiary h x w kolejnych
prostokatow bedziemy trzymac na stosie, co umozliwi nam tatwe uaktualnianie
tej reprezentacji, jesli bedziemy przegladaé¢ kolumny od lewej do prawej.

Stos bedziemy trzymaé¢ w tablicy s (wysokosci i szerokosci i-tego prostokata

na stosie to odpowiednio s[i].h oraz s[i].w), a liczbe jego elementéw

w zmiennej m. Ponizszy pseudokod pokazuje, jak uaktualni¢ zawarto$é¢ stosu dla
pola (i,j — 1), aby odpowiadata ona polu (¢, j). Dopdki wysoko$é¢ s[m].h
najwyzszego prostokata na stosie jest co najmniej tak duza jak d[, j], to
usuwamy go ze stosu. Nastepnie wrzucamy na stos prostokat rozmiaru d[i, j] X w,
gdzie w jest sumaryczna dlugoscig wszystkich usunietych prostokatéw plus 1.

w = 0;
while m > 0 and s[m].h > d[i, j] do
inc(w, sfm].w);

dec(m);
inc(m);
sim]aw == w+1;
s[m].h = d[i, j];

Zauwazmy, ze kazdy prostokat usuwany ze stosu jest kandydatem na najwickszy
pusty prostokat. Co wiecej, wystarczy, ze rozpatrzymy tylko tych kandydatow.
Poniewaz dla ustalonego ¢ liczba operacji wykonanych na stosie jest O(n), gdyz
wrzucamy na niego n elementéw, zatem caty algorytm dziala w czasie O(n?).

Aby wyznaczy¢ liczbe pustych prostokatow wszystkich rozmiaréw, postapimy
nieco sprytniej. Zachowamy nastepujacy niezmiennik: jesli znajdujemy sig
na polu (i, 7), to znaczy, ze policzylidmy juz te puste prostokaty, ktérych prawy
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Rys. 3. Rozwazajac pole (8,8), usuwamy
element s[3] ze stosu. Musimy wtedy
policzy¢ 4 - 6 prostokatéow majacych
prawy dolny rég na polu (8,7), a lewy
gbérny w ciemno zacienionym obszarze.
Jest tam 4 — x prostokatéw rozmiaru
yxXxzxdlad<y<7il1<z<3.

Nastepnie usuwamy element s(2]

ze stosu, co powoduje zliczenie

15 prostokatéw z jasno zacienionego
obszaru (6 — x prostokatéw rozmiaru
3xzdlal<gz<b).

L...]

Rozwigzanie zadania F 892.
Rozpatrzmy warunki réwnowagi k-tego
naczynia. Z prawa Archimedesa wynika,
ze jezeli wyjmiemy (w my$li) wszystkie
naczynia plywajgce w k-tym naczyniu
i dolejemy do niego tyle cieczy, aby
zachowadé jej poziom wyjsciowy, to sily
dzialajace na dno i Scianki naczynia

ze strony cieczy w ktérej ono plywa
nie ulegng zmianie. Na k-te naczynie
dziata sila ciezko$ci kmg (km — masa
tego naczynia), ciezar nalanej do niego
wody pkShg (kS — pole powierzchni

dna, h — wysoko$é poziomu wody w tym
naczyniu) i sita wyporu pgV, = pgkSh.,
gdzie V. — objeto$¢ zanurzonej czesci
naczynia, h, — gleboko$¢ zanurzenia.

Z warunku réwnowagi dla tego naczynia
mamy km = pkSAh, gdzie Ah =h, — h
— réznica poziomoéw wody
w rozpatrywanym naczyniu i w naczyniu
w ktérym rozpatrywane naczynie plywa.
Stad Ah =m/(pS). Wynika z tego, ze
réznica pozioméw wody w dwoch
dowolnych, sasiednich naczyniach jest dla
wszystkich naczyn taka sama.
Przyjmijmy, ze poziom wody w naczyniu
stojacym na stole wynosi H.
W nastepnym naczyniu wynosi on
H — Ah, w kolejnym H — 2Ah itd.
Catkowita objeto$¢ wody w naczyniach
wynosi
NSH — (N —1)SAh —

— (N —2)SAh —...— SAh =
=NSH — SAh(1+2+ ...+ (N —1)) =
NSH — SAh((N —1)N/2) =
NSH — (m(N —1)N/(2p)),

a stad catkowita masa wody
M = NSHp — (m(N —1)N/2)
i ostatecznie

H = M/(NpS)+m(N —1)/(2pS).

dolny rég jest na polu (¢, 5') dla j/ < j i jednoczesnie nie sa one zawarte

w obszarze dla pola (i, ).

Zatem zwiekszanie obszaru (poprzez wrzucanie nowych elementéw na stos) nigdy
nie bedzie zmieniaé licznoéci rozwazonych pustych prostokatéw, natomiast
usuwanie elementéw ze stosu moze powodowaé koniecznosé aktualizacji.
Wszystkie pola usunietego prostokata s[m], ktére znajduja sie w odleglosci

co najmniej h := max(s[m — 1].h, d[i, j]) od wiersza i na pewno zostana usuniete
z obszaru (zakladamy przy tym, ze s[0].h = 0). Musimy zatem policzy¢ puste
prostokaty zawarte w prostokacie s[m], ktére przestana by¢ w tym obszarze
zawarte, czyli ich lewy gorny rog jest jednym z pdl, ktére zostana usuniete

z obszaru. Te prostokaty maja wysokosci od h 4+ 1 do s[m].h oraz szerokosci od 1
do s[m].w, przy czym prostokatéw o rozmiarze y X x jest s[m].w + 1 — z (rys. 3).

Nalezy tez uwaznie rozwazy¢ przypadek, gdy dla danego pola (4, j) usuwamy
wiecej niz jeden element ze stosu. Wtedy szerokos¢ aktualnie usuwanego
elementu nalezy zwigkszy¢ o szerokoéci usunietych poprzednio (wygodnie jest tu
korzystaé z wprowadzonej juz zmiennej w).

Jedli zatem licznosci pustych prostokatéw bedziemy zapisywaé w tablicy ¢ (gdzie
cly, x] oznacza liczbe pustych prostokatéw rozmiaru y X x), to mamy

do rozwiazania nastepujacy problem: dla danych liczb hy, hy i w chcemy szybko
wykonywaé operacje zwiekszania komoérek c[y, x] o warto$é w + 1 — x dla

h1 <y < hy oraz 1 < z < w. Nie mozemy, oczywiscie, pozwoli¢ sobie na zrobienie
tego zupelnie naiwnie. Zakladajac, ze poczatkowo w tablicy ¢ sg same zera,
zastosujemy nastepujacy trik: do komérki c[hq, w] wpiszemy 1, a do komérki
clhg + 1, w] wpiszemy —1. Nastepnie niezaleznie w kazdej kolumnie tablicy ¢
obliczymy sumy prefiksowe. To spowoduje, ze jedynki znajda sie w komérkach
cly,w] dla hy < y < hg (a —1 zniknie). Nastepnie w kazdym wierszu obliczymy
stroche lepsze” sumy sufiksowe, ktdre kazda jedynke w komorce cly, x] zamienia
na ciag liczb x,x — 1,...,1 w komérkach c[y, 1], [y, 2], . .., c[y, z]. Po takich
manipulacjach tablica ¢ ma wartosci zgodne z pojedyncza operacja zwigkszania.
Nietrudno sie przekonaé, ze jesli chcemy wykonaé¢ wiecej niz jedna operacje
zwigkszania, to mozemy najpierw zwiekszyé wszystkie komoérki c[hy, w] o jeden

i zmniejszy¢ odpowiadajace im komorki chs + 1, w] o jeden, a dopiero na sam
koniec jeden raz obliczyé powyzsze sumy. Lacznie zajmie to czas O(n?),

a pseudokod algorytmu moze wygladaé¢ nastepujaco:

for i :=1tondo
for j:=0ton+1do
w = 0;
while m > 0 and s[m].h > d[i, j]
h := max(s[m — 1].h,d[i, j]);
inc(w, sim].w);
inc(clh + 1, w));
dec(c[s[m].h + 1, w]);
(

dec(m);
inc(m);
sim]aw == w+ 1;
s[m].h = d[i, j];

for : :=1tondo
for j:=1tondo
inc(cli + 1, 4], [i, j]);
c1 = co :=0;
for j :=n downto 1 do
inc(cl, C[ia J]),
inc(ce, c1);
cli, j] := c9;
Jako ¢wiczenie dla Czytelnika proponujemy modyfikacje tego algorytmu, aby dla
kazdego rozmiaru wyznaczal liczbe maksymalnych pustych prostokatéw, czyli
takich, ktére nie sg zawarte w zadnym wigkszym pustym prostokacie.
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