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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwoéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnodcig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnodci danego zadania:
® WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
— i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
— jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
‘ regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 721, 722
Redaguje Marcin E. KUCZMA

qenmin madsylania rozwigzat: 721. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC leza punkty D, E, F, w ktérych
okregi dopisane do trojkata sa styczne do tych bokéw. Niech R i r beda
Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 M Promieniami okregdw opisanego i wpisanego. Dowiesé, ze stosunek pdl trojkatdw

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ABC i DEF WYDOSi 2R/T.
707 (WT =1,64) i 708 (WT = 1,71)

z numeru 10/2015 722. Rozwiazaé réwnanie 2% 4+ 2Y = 6* w liczbach catkowitych dodatnich z, y, 2.
Pawel Najman Krakéw 46,20 . . .
Jerzy Cisto Wroctaw 42,48 Zadanie 722 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 40,34
Stanistaw Bednarek — F6dz 38,85 Rozwigzania zadan z numeru 1/2016
Janusz Fiett Warszawa 37,91
Jedrzej Garnek Poznan 37,64 Przypominamy tre$é zadan:
Pawel Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77 713. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym boki AB i CD nie sa réwnolegte.
Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny do prostej CD w punkcie P oraz
okrag, przechodzacy przez punkty C i D, styczny do prostej AB w punkcie Q. Zakladamy, ze
punkty P i Q leza na odcinkach C'D i AB oraz ze wspolna cigciwa tych okregéw przechodzi przez
$rodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC sa réwnolegte.

Pan Najman: 44 p. po raz siédmy.

714. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1.

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskoficzenie wiele par réznych liczb naturalnych m,n, spelniajacych
réwnanie d(m)/m = d(n)/n.

(b) Cazy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1, spelniajacych réwnanie
d(m)/m =d(n)/n?

713. Przyjmijmy, ze punkt O przeciecia prostych AB i C'D lezy na pdlprostych

CD~ i BA™ oraz ze prosta PQ przecina okregi (ABP) i (CDQ) odpowiednio

w punktach S i R (réznych od @, P). Wspdlna cieciwa tych okregdw —

nazwijmy ja XY — przechodzi przez srodek M odcinka PQ. Z réwnosci

|MP|-|MS| = |MX]|-|MY| = |MQ| - |MR| oraz |MP| = |MQ| wnosimy, ze

|[MR| =|MS|, astad |PR| =|QS]|.

Takze |PC|-|PD| = |PQ|-|PR| oraz |QA| - |QB| = |QP| - |QS|. Prawe strony tych
réwnosci sa rowne, wiec lewe tez. Oznaczajac odleglosci punktéw A, B,C, D, P, Q
od punktu O kolejno literami a, b, ¢, d, p, q, przepisujemy uzyskang zalezno$é

w postaci (¢ —p)(p — d) = (¢ — a)(b — ¢). Po wymnozeniu i uwzglednieniu réwnosci
p? = ab, ¢> = cd, otrzymujemy zwiazek p(c + d) = g(a + b). Tak wigc

b b d d
\/E+\/>_a+ :C+ _\/zqt\/».
b a P q d c

Skoro b > a, ¢ > d, wynika stad, ze ¢/d = b/a. To za$ oznacza, ze proste AD i BC
sg réwnolegte.

714. (a) Na przyklad, kazda para postaci m = p, n = 2p, gdzie p jest nieparzysta
liczba pierwsza, ma wymagana wlasnosé, bowiem d(p) = 2, d(2p) = 4.

(b) Przypusémy, ze para liczb wzglednie pierwszych m,n > 1 spelnia podane
réwnanie: nd(m) = md(n). Skoro liczby m, n sa wzglednie pierwsze, wynika stad, ze
m jest dzielnikiem liczby d(m). Wobec tego m < d(m). Taka nieréwnosé zajsé moze
(w formie réwnosci) tylko wtedy, gdy kazda liczba ze zbioru {1,...,m} jest
dzielnikiem liczby m. W szczeg6lnosci m musi dzielié¢ sie przez m — 1. To za$ ma
miejsce jedynie dla m = 2 (rozwazamy, z zalozenia, tylko m > 1).

Role liczb m, n sa symetryczne; to samo rozumowanie pokazuje, ze takze n = 2;
sprzecznos¢ z zalozeniem, ze m, n sa wzglednie pierwsze. Nie istnieje wiec para,
o jakiej mowa w pytaniu (b).
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Zadania z fizyki nr 618, 619
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

618. Na kartce papieru narysowano w dziesieciokrotnym pomniejszeniu tor
kamienia wyrzuconego z predkoscia v pod katem « do poziomu. Po narysowanej
krzywej pelznie maly zuczek, ktérego predkoéé ma stala wartoéé u. Ile wynosi
przyspieszenie zuczka w punkcie odpowiadajacym maksymalnej wysokosci,

na jaka wzniést sie kamien. Oporu powietrza podczas ruchu kamienia

nie uwzgledniamy.

619. Calg przestrzen miedzy okladkami kondensatora plaskiego wypelnia plytka
dielektryczna o masie m i stalej dielektrycznej € (rys. 1). Oktadki kondensatora
maja rozmiary Iy X la, odlegto$é miedzy nimi wynosi d (I3 > d, I3 > d). Miedzy
oktadkami utrzymywane jest stale napiecie U. Plytke wysunigto z obszaru
kondensatora wzdluz boku o dlugoéci I; na odlegtosé x, a nastepnie puszczono
swobodnie. Zaniedbujac tarcie, znalez¢ zalezno$é¢ przemieszcezenia i predkosci
plytki od czasu.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2016

Przypominamy tresé¢ zadan:

610. Mokre kolto o promieniu R obraca si¢ ruchem jednostajnym w ptaszczyzZnie pionowej wokolt
nieruchomej osi. Predko$¢ punktéw na obwodzie kola wynosi v. Znalezé granice obszaru suchego.

611. Do naczynia w ksztalcie walca o promieniu R, czedciowo wypelnionego ciecza, wpada

klocek w ksztalcie walca o promieniu 7 i wysokosci h (rys. 2). W chwili poczatkowej odlegtosé
dolnej powierzchni klocka od powierzchni cieczy wynosi H, a jego predkos¢ jest réwna zeru.
Ile ciepta wydzieli si¢ do chwili, gdy ustanie ruch klocka i cieczy? Gestos¢ klocka wynosi p, gestosé

cieczy pe > p.

610. Gdyby nie bytlo sily ciezkosci, krople oderwane od obreczy kota
poruszalyby sie po liniach prostych i po czasie ¢t znajdowaly si¢ na okregu

o érodku w punkcie O (rys. 3) i promieniu 7(t), przy czym r%(t) = R? + v?t2.

W polu ciezkosci $rodek okregu obniza sig i w czasie ¢ przebywa droge gt?/2.
Granica obszaru suchego jest obwiednia okregéw, na ktérych znajduja sie

w kolejnych momentach krople, ktére oderwaly sie jednoczeénie od obreczy.
Przyjmijmy, ze poczatek uktadu wspoétrzednych znajduje sie w srodku
obracajacego sie kota. Réwnanie ,spadajacego” okregu ma w chwili ¢ postaé:

22 + (y + gt?/2) = r%(t). Rozwazmy prosta pozioma y = yo (rys. 4). Chcemy
znalez¢é maksymalna warto$é wspélrzednej © odpowiadajacej jednemu z okregéw
przecinajacych te prosta: 22 = R? + v%t? — (yo + gt?/2)%. Po prawej stronie
réwnania mamy tréjmian kwadratowy wzgledem ¢2. Jego wartosé

maksymalna x( spelnia réwnanie: 23 = R? + v*/g? — 202y /g. Rozwiazujac to
rownanie wzgledem g, otrzymujemy réwnanie krzywej opisujacej granice
wsuchego” obszaru: yo = —gzd /v? + gR?/(2v%) + v?/(2g). Jest to réwnanie
paraboli, ktorej galezie sa skierowane w dot, a wierzchotek znajduje sie na osi y
na wysokosci Y = gR?/(2v?) +v%/(2g). Gdy Y > R, czyli spetniony jest
warunek v2 > gR, poszukiwana krzywa lezy na zewnatrz obreczy. W przeciwnym
przypadku granica ,mokrego” obszaru przebiega w gérnej czedci po obreczy
(rys. 5), a nastepnie gltadko przechodzi w galezie paraboli.

611. Oznaczmy przez = gleboko$¢ zanurzenia klocka po ustaleniu sie rownowagi,
a przez y wzrost poziomu cieczy w naczyniu (rys. 6). Zgodnie z prawem
Archimedesa x = hp/p.. Z rysunku widaé, ze zachodzi zwiazek

mr?(x —y) = 7(R? — r?)y. Stad y = hpr?/(p.R?). Wzrost poziomu cieczy
mozemy tez wyliczyé, wiedzac, ze parcie na dno zwiekszylo sie o ciezar klocka,

a z drugiej strony cisnienie na dno zwiekszylo sie o warto$¢ p.gy. Zatem
zachodzi zwigzek mr2hpg = mR2p.gy. Po ustaleniu sie réwnowagi energia
potencjalna klocka zmalala o wielkosé¢ AE; = nr?hpg(H + x — y). Energia
potencjalna cieczy wzrosta o

ABy = mr?(z — y)peg(z —y/2 — (¢ — y) /2) = 7 peg(x — y)z/2.
Wydzielone ciepto wynosi

_ 1, hp r?
Q=AF,— AFE, = 57T pgh {H—&- 00 (1 R?>]
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