Informatyczny kacik olimpijski (112):
Ciag arytmetyczny i Kamyczki

Tym razem oméwimy dwa zadania z jubileuszowej X Olimpiady Informatycznej
Gimnazjalistéw w roku szkolnym 2015/2016.

Ciag arytmetyczny: Dany jest cigg n liczb
naturalnych ai,as, ..., a,. Naszym zadaniem jest
odpowiedzieé na q zapytan postaci: czy podstowo

Qi, Giy1, - -, Qj—1,a; jest ciggiem arytmetycznym?

Zacznijmy od przypomnienia definicji ciagu
arytmetycznego. Otéz, a;, @jy1,...,a;—1,a; jest ciaggiem
arytmetycznym, jesli roznice miedzy kolejnymi parami
wyrazoéw sa réwne, czyli:

Qi1 — A = Aj42 — Qi1 = ... = Q5 — Aj—1.
Rozwigzanie O(q-n)

Najprostsze rozwiazanie polega na sprawdzeniu dla
kazdego zapytania, wprost z definicji, czy dany ciag jest
arytmetyczny. W tym celu wyznaczamy réznice ciagu
jako r = a;4+1 — a,;. Nastepnie sprawdzamy, czy réznica
miedzy kazdymi dwoma sasiednimi wyrazami jest
réwna r. Powyzsze rozwiazanie dziala w czasie O(q - n).

Rozwigzanie O(n + ¢ - log(n))
Niech r bedzie ciagiem réznic miedzy kolejnymi
wyrazami:

a2 —a1,a3 —Aa2,a4 — A3,...,0n — Ap—1
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Ciag a;, @iy1,...,a5-1,a; jest arytmetyczny, jesli
odpowiadajacy mu ciag réznic 7y, riq1,...,7-1 jest
staly (wszystkie wyrazy sa réwne). Niech zatem x bedzie
najmniejsza liczba w ciagu, zas y najwicksza. Wowczas
wszystkie réznice znajduja sie w przedziale [z;y]. Stad,
jesli x =y, to ciag réznic jest staly, czyli pierwotny

ciag jest arytmetyczny. Do wyznaczenia najmniejszego

i najwigkszego elementu w przedziale mozna wykorzystac
drzewo przedziatowe, ktére pozwala zrealizowaé te
operacje w czasie O(log(n)). Cale rozwiazanie dziata

w czasie O(n + ¢ - log(n)).

Rozwiazanie O(n + q)
Okazuje sie, ze istnieje jeszcze szybsze rozwiazanie.
Zauwazmy, ze ciag réznic mozemy podzielié
na fragmenty o tych samych wartosciach:
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Wéwezas fragment 74,741, ...,7;—1 jest staly,

jesli wszystkie jego wyrazy naleza do jednej grupy.
PrzejdZzmy teraz do opisu generowania grup. Ustalmy,
ze pierwsza roznica tworzy pierwsza grupe. Pozostate
réznice bedziemy przegladali od lewej do prawe;j.

Jesli rozpatrywana roznica jest réwna poprzedniej,

to rozszerzamy poprzednia grupe, w przeciwnym
przypadku tworzymy nowa grupe. Rozwiazanie dziata
w czasie O(n + q).
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Kamyczki: Danych jest n stosow kamyczkow.
Wysokosci kolejnych stosow to ay,as,...,a,. Celem
Malgosi, bohaterki zadania, jest oproinienie wszystkich
stosow. Dziewczyna w jednym ruchu moze oproinié jeden
dowolnie wybrany stos (nazwijmy ten ruch A) lub zabraé
po jednym kamieniu z wszystkich niepustych stoséw
(nazwijmy ten ruch B). Ile minimalnie ruchéw musi
wykonaé dziewczynka, aby oprézinic wszystkie stosy?

Obserwacja: Istnieje optymalne rozwigzanie, w ktérym
najpierw wykonujemy ruchy typu A, a nastepnie ruchy
typu B.

Dowéd: Wezmy dowolne optymalne rozwiazanie. Jesli
w tym rozwigzaniu istnieje taki ruch z typu A, ktéry
wystepuje po jakims$ ruchu typu B, to ruch x nie ma
wplywu na pozostale stosy oraz wczesniejsze ruchy
typu B nie sa konieczne do wykonania ruchu z. Stad
ruch z moze zosta¢ wykonany przed wszystkimi ruchami
typu B.

Na mocy powyzszej obserwacji w optymalnym
rozwigzaniu najpierw wykonujemy ruchy typu A,

a nastepnie ruchy typu B. Zauwazmy, ze maksymalna
liczba ruchéw typu A to n (jest co najwyzej n stoséw
do opréznienia). Dla kazdej mozliwej liczby ruchéw A
(od 0 do n) obliczmy minimalna liczbe ruchéw B, ktéra
pozwoli oprézni¢ wszystkie stosy.

Zastanowmy si¢ teraz, jak dla ustalonej liczby k,
oznaczajacej liczbe ruchéw A, wybraé k stoséw

do usuniegcia tak, aby zminimalizowaé liczbe ruchéw B.
Zauwazmy wczesniej, ze po wykonaniu k ruchéw

typu A nalezy wykonaé tyle ruchéw B, ile wynosi
wysokosé najwyzszego z pozostalych stosow. Stad,

aby zminimalizowa¢ liczbe ruchéw typu B, nalezy
wybraé¢ k najwyzszych stoséw, co minimalizuje wysokosé
najwyzszego z pozostalych stoséw.

Przejdzmy teraz do opisu sposobu znajdowania k
najwyzszych stoséw. Kolejnos¢ stoséw nie ma znaczenia,
dlatego zacznijmy od posortowania ciagu a rosnaco

oraz ustalenia, ze ayp = 0. Wéwczas k najwyzszych
stoséw to: an—g+1, An—k+2,- .., an. Zatem wynik dla
ustalonego k to k + an—j (wykonujemy k ruchéw typu A,
usuwajac k najwyzszych stoséw, oraz a,_j ruchéw

typu B, oprézniajac wszystkie pozostate stosy, z ktorych
najwyzszy ma wysoko$é¢ an,_p).

Najmniejsza liczbg ruchow, potrzebna do oprdéznienia
wszystkich stoséw, jest minimum z wynikéw dla
kazdego k od 0 do n. Rozwiazanie dziata w czasie

O(n - log(n)).
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