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Na torze w ksztalcie okregu o obwodzie jednostkowym $ciga sie n kolarzy.
Kazdy pedzi z inna, ale stalg predkoscia. Wystartowali z tego samego
punktu, jada w tym samym kierunku. Jest ciemno, nic nie widaé, cho¢ oko
wykol. Dlatego kazdy kolarz ma w rowerze wlaczona lampe przednia, ktora
oéwietla otwarty tuk toru dtugosci % Kolarz jest samotny, jezeli w pewnej
chwili nie widzi przed soba nikogo ani nikt inny nie o$wietla go z tytu.

Hipoteza 1. Kazdy kolarz bedzie kiedys samotny.

Te melancholijna hipoteze postawil Jorg Michael Wills w roku 1967,

w kontekscie aproksymacji diofantycznych. Dla n = 1 jest ona trywialnie
prawdziwa. Dla n = 2 jest niemal oczywista: w pewnym momencie dwaj
kolarze pedzacy z ré6znymi predkosciami muszg znalezé sie¢ na koncach
$rednicy toru, wtedy obydwaj stang sie samotni. Ale dla n = 3 zadanie nie
jest juz catkiem banalne (zachecamy Czytelnika do przeprowadzenia $cistego
dowodu hipotezy). Do dzisiaj hipoteza zostala potwierdzona jeszcze dla

n =4,5,6,7. Stopienn komplikacji w kolejnych przypadkach rosnie, np. dowdéd
hipotezy dla szesciu kolarzy rozciaga sie na niemal pie¢dziesieciu stronach
wydruku.

Co tedy robi¢? George Polya radzi: Dla kazdego problemu, ktorego nie
potrafisz rozwigzal, istnieje tatwiejszy problem, ktdrego tez nie bedziesz
potrafil rozwigzaé. Znajdz go.

Moze ostabié¢ lampy w rowerach? Nietrudno dowie$é, ze przy lampach

o zasiegu dwukrotnie mniejszym hipoteza jest prawdziwa. Najpierw
zauwazmy, ze nie tracimy ogoélnosci przy zmniejszeniu lub zwiekszeniu
wszystkich predkosci o te samg wartos¢. Mozemy zatem przyjaé, ze jeden

z kolarzy, dowolnie wybrany, pedzi z predkoscia zero, czyli wladciwie stoi

w punkcie startu. Po wyzerowaniu wybranego kolarza moga sie pojawié
kolarze z ujemnymi predkosciami, czyli jadacy do tytu. Tych nalezy zastapié
jadacymi w tym samym tempie do przodu. Zabieg ten nie ma znaczenia dla
samotnosci stojacego kolarza.

To rozumowanie prowadzi do nieco innego, acz réwnowaznego sformutowania
wyjsciowego problemu. Przypusémy, ze w punkcie startu kolarzy stoi lampa
o$wietlajaca tuk otwarty o rozpietoéci a > 0. Kolarze jada z predkosciami
dodatnimi w tym samym kierunku. Lampy w rowerach sa wygaszone.
Czekamy na moment, w ktérym zadnego kolarza nie bedzie w o$wietlonym
tuku. Przy zalozeniu, ze éciga sie n kolarzy i « = —— ., Hipoteza 1 moze byé

n+1?
sformulowana w jeszcze bardziej posepny, ale réwnowazny, sposéb.

Hipoteza 2. Caly peleton zniknie kiedys w ciemno$ci.

Obliczymy teraz, jak dtugo pojedynczy kolarz przebywa w o$wietlonym
tuku podczas calego wyscigu. Niech v bedzie liczba catkowita dodatnia
wyrazajacg predkosé kolarza (nietrudno uzasadnié, ze ograniczenie do liczb
calkowitych nie zmniejsza ogélnodci zagadnienia). Przyjmijmy zatem, ze
kolarz pokonuje v okrazen toru w jednostce czasu. Po jej uptywie wszyscy
kolarze znajda sie ponownie razem w punkcie startu. Mozemy wiec przyjaé,
ze wyscig konczy sie w tym momencie, gdyz nic nowego na torze juz sie
nie wydarzy. Zgodnie ze wzorem na droge w ruchu jednostajnym czas
przejazdu kolarza przez tuk dlugosci 2« wynosi 27“ W ciagu calego wyscigu
takich przejazdow jest dokladnie v, przy czym na jeden z nich sklada sie
pierwszy i ostatni przejazd przez potowe Swietlnego tuku. Stad taczny czas
przejazdu kolarza przez rejon $wiatta to 2a. Wielkos¢ ta jest niezalezna od v,
co nie jest chyba zaskakujace: szybszy kolarz szybciej mknie przez rejon

1

swiatla, ale za to czesciej wen wpada. Jezeli przyjmiemy teraz, ze a = 5, to

widzimy, ze calkowity czas, w ktérym przynajmniej jeden kolarz byt w tuku
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Swietlnym, wynosi co najwyzej 1. W rzeczywistosci nie moze by¢ on réwny 1,
gdyz poczatkowo wszyscy kolarze sa w poblizu lampy. Musi zatem istnie¢
moment, w ktorym caly peleton zginie w gestym mroku.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mozemy regulowaé¢ moc lampy, zwickszajac
stopniowo jej zasieg, poczawszy od rozpietosci a = % Zjawisko znikania
peletonu w mroku bedzie zapewne zachodzi¢ przy delikatnym zwi@kszeniu
mocy, ale pytanie jak dtugo? Hipoteza 2 moéwi, ze az do @ = n+1 Tej
ostatniej granicy nie da sie juz przekroczy¢, co widaé na przyktadzie

n kolarzy jadacych z predkosciami 1,2, ..., n. Jak dotad, nikomu nie tylko
nie udato sie zblizy¢ do hipotetycznej granicy, ale wrecz znaczaco oddalié sie
od poczatkowej rozpi(gtoéci a = 5=. Nie wiadomo nawet tego, czy Hipoteza 2
zachodzi przy a = (2 n dla Jaklegokolvvlek € > 0. Najlepszy obecnie
rezultat, nalezacy do Terrenca Tao, potwierdza ja jedynie dla dostatecznie
duzych n przy a = i + mg)%’ gdzie c jest stala dodatnia. Inng
prosta konsekwencja powyzszych dywagacji jest taki oto dziwny fakt. Jak
wykazaliSmy, calkowity czas pobytu kazdego kolarza w rejonie $wiatta
wynosi 2«, niezaleznie od jego pr(gdkoéci Sktada sie on z roztacznych
odcinkéw czasowych Jezeli a = Tﬂv to suma dlugosci wszystkich tych
odcinkéw wynosi +1 < 2. Co to znaczy? Pokolorujmy odcinki czasowe
kazdego kolarza innym kolorem, powiedzmy, kolorem jego koszulki. Mamy
wiec kolekcje odcinkéw w n kolorach pokrywajacych jako$ jednostkowy
przedzial czasu. Caltkowita suma ich dlugosci jest mniejsza od 2. Musi
zatem istnie¢ punkt pokryty co najwyzej jednym kolorem. Jest to punkt

w czasie, w ktérym co najwyzej jeden kolarz znajduje sie¢ w rejonie Swiatta.
Udowodnili$my w ten sposéb nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. W kazdym peletonie istnieje kolarz, ktorego dyskwalifikacja
gwarantuje znikniecie pozostalych kolarzy w mroku.

Niestety, nie wiemy, ktéry to kolarz. Gdyby teza twierdzenia zachodzita dla
dowolnie wybranego kolarza, oznaczaloby to, ze Hipoteza 2 jest prawdziwa
przy a = n%rQ, co w poréwnaniu ze wspomnianym rezultatem Tao byloby
zaiste rewelacja. Powyzsze twierdzenie sktania do nastepujacego ostabienia
Hipotezy 1, o ktére zapytatl Joel Spencer.

Hipoteza 3. W kazdym peletonie istnieje kolarz, ktory bedzie kiedys
samotny.

Jest rzecza zadziwiajaca, ze mimo tak znacznego oslabienia tezy, wszak
zamieniliSmy kwantyfikator ogdlny na egzystencjalny, niczego istotnego nie
udato sie udowodnic.

Na koniec przedstawimy jednak pewien nieprawdopodobny wynik, ktory
budzi nadzieje na ostateczne zwyciestwo. Rozwazmy sytuacje, w ktorej
predkosci kolarzy wybieramy losowo ze zbioru {1,2,..., N}. Niech Py
oznacza prawdopodobienstwo, ze taki losowy peleton spetnia Hipoteze 2.

Jezeli jest ona prawdziwa, to, oczywiscie, Py = 1 dla kazdego N > n
Powiemy, ze Hipoteza 2 jest prawie na pewno prawdziwa, jezeli ]\}im Py =1.
— 00

Ponizsze twierdzenie, udowodnione przez Sebastiana Czerwinskiego,
pokazuje, ze duzo silniejsza wersja Hipotezy 2 jest prawie na pewno
prawdziwa.

Twierdzenie 2. Losowy peleton prawie na pewno zniknie w ciemmno$ci,
nawet jezeli prawie caly tor jest oswietlony.

Mamy tu na mysli, ze Hipoteza 2 jest prawie na pewno prawdziwa przy
o= % — ¢, dla kazdego € > 0. Twierdzenie to wzmocnil i uogélnit Noga Alon,
upraszczajac przy okazji dowdéd Czerwinskiego. Udowodnil on, ze dowolnie
wybrani kolarze losowego peletonu znajda sie w pewnej chwili dowolnie

blisko dowolnie wybranych punktéw toru.
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