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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

[N

Zadania z fizyki nr 692, 693
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

692. W jednorodnym polu magnetycznym, ktorego linie s poziome, a wartosc
wektora indukeji wynosi B, toczy si¢ bez podlizgu z predkoscia v cienki
metalowy piersciert, w ktérym jest bardzo mata przerwa o dlugosci [. Wektor B
jest prostopadly do plaszczyzny pierscienia (rys. 1). Znalezé SEM indukcji

w chwili, gdy promien pierécienia trafiajacy w rozciecie tworzy z pionem kat «.

693. Cienkoscienny cylinder o masie M i wysokosci H, ktérego pole podstawy
wynosi S, wypelniony jest gazem doskonalym i pltywa w wodzie. W wyniku
utraty hermetycznosdci w dolnej czesci cylindra, jego gteboko$é zanurzenia
zwiekszyla sie o AH. Jakie bylo ci$nienie poczatkowe gazu w cylindrze?
Cisnienie atmosferyczne wynosi pg, temperatura nie zmienia sie.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2019

Przypominamy tres¢ zadan:

684. Na rysunku 2 przedstawiony jest uklad szeSciu niewazkich pretéw, potaczonych przegubowo.
Prety AF i BE sa jednorodne, z przegubem w srodku. Dlugosci odcinkéw AC, CB, BD, AD, DE,
DF, FG i GE sa jednakowe. Do przegubu G przymocowany jest cigzar (. Znalezé naprezenie linki
taczacej przeguby A i B.

685. Znalezé natezenie pola elektrycznego i potencjal od dwdéch nieskoriczonych warstw dielektryka

o stalej dielektrycznej €, naladowanych z gestosciami objgtosciowymi p > 01 —p (rys. 3). Grubosé
kazdej warstwy wynosi d. Przyja¢ warunek brzegowy dla potencjalu ¢(—d) = 0.

684. Rozwazmy najpierw uklad przedstawiony na rysunku 4. Pret DB jest
$ciskany, bo po jego usunieciu przeguby D i B zblizalyby sie do siebie. Sily
sprezystosci dzialaja na przegub D wzdtuz pretéw, w przeciwnym razie przegub
dziatalby na pret sila, ktérej moment powodowalby obrét preta wokoét drugiego
przegubu. Z warunku réwnowagi sit dzialajacych na przegub D dostajemy:

F =Q/(2cos ). Sily dzialajace na przegub B tez sie réwnowaza, stad naprezenie
linki AB wynosi N = Q tg . Jedli w wyniku skrocenia linki o matly odcinek

Al ciezar @ w ukladzie przedstawionym na rysunku 4 podniesie sie o Ah,

to w uktadzie przedstawionym na rysunku 2 podniesie si¢ on o 2Ah. W obu
przypadkach musimy wykonaé prace na drodze Al silag réwng naprezeniu linki,
co spowoduje wzrost energii potencjalnej ciezaru ). Szukane naprezenie linki

w ukladzie przedstawionym na rysunku 2 dane jest wzorem Ny = 2Q) tg a.

685. Zgodnie z prawem Gaussa natezenie pola elektrycznego na zewnatrz
warstw wynosi 0. Wewnatrz warstw linie pola elektrycznego skierowane sa
zgodnie z osia x, a natezenie pola elektrycznego ma najwicksza warto$é
dla x = 0. Stosujac prawo Gaussa dla powierzchni zamknietej w ksztalcie
prostopadloscianu, ktérego przekréj przedstawiony jest na rysunku 5,

a powierzchnia podstawy wynosi S, otrzymujemy réwnanie:

—E(z)S = —pS(d — ) /e0e, stad E(x) = p(d — x)/eoe dla z > 0;
analogicznie: E(x) = p(d+ x)/eoe dla x < 0. Zaleznos¢ wartosci wektora natezenia
pola elektrycznego od wspélrzednej x przedstawia wykres na rysunku 6. Réznica
potencjatéw miedzy dwoma punktami réwna jest pracy pola elektrycznego nad
jednostkowym tadunkiem, wzigtej ze znakiem minus. Prace t¢ mozemy policzy¢
jako pole pod wykresem na rysunku 7.

Dla —d < x < 0 mamy:

o(x) — o(—d) = —E(z)(—d — ) /2.
Zgodnie z unormowaniem ¢(—d) = 0 otrzymujemy:
o(x) = p(d+ )%/ (2208), ©(0) = pd?/(2c0¢).
Dla 0 < z < d otrzymujemy:

p(x) — ¢(0) = 2(E(0) + E(x))/2,
stad ¢(z) = —p(d® + 2xd — 22)/(2e0e). Wykres funkcji ¢(z) przedstawiony jest na
rysunku 7.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klubu 44F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2018/19
(po 681 zadaniach)

Tomasz Rudny - 40,98
Michal Kozlik - 4-35,04
Jacek Konieczny - 29,80
Ryszard WozZniak  — 28,77
Krzysztof Magiera — 3-27,75
Aleksander Surma — 4-27,75
Pawel Perkowski - 2-27.33

Mateusz Kapusta — 25,37
Stawomir Bué - 18,33
Jerzy Witkowski - 3-16,83
Jacek Grela - 13,91

Lista obejmuje uczestnikéw, ktorzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2016-2018 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 13 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44F w roku szkolnym 2018/19

W ubieglym roku probowalam zrealizowa¢ pomyst, zeby w kazdej serii zadan jedno
bylo latwiejsze, a drugie trudniejsze. Celem bylo zachecenie do udzialu w tej zabawie
oraz wypromowanie uczestnikéw, ktérzy poradza sobie z trudniejszymi zadaniami.
Ale pomysty sobie, a zycie sobie. Kilka razy zdarzylo sie, ze zadanie, ktére uznatam
za tatwe, uzyskalo wysoki wspdétczynnik trudnosci i odwrotnie. Takim zaskoczeniem
bylo zadanie 679 (WT = 3,25). Zderzaly sie w nim sprezyscie, niecentralnie

dwa krazki hokejowe, z ktérych jeden poczatkowo spoczywal. Zakladajac brak
tarcia, nalezato znalez¢ maksymalng czesé energii uktadu, ktora podczas zderzenia
przechodzi w energie sprezystosci. Prawie wszyscy uczestnicy uznali, ze cala energia
ruchu wzdluz prostej przechodzacej przez srodki krazkdéw zamieni sie na energie
sprezystosci, podczas gdy w chwili maksymalnego odksztalcenia predkosci krazkow
w tym kierunku wyréwnuja si¢. Zaskoczylo mnie réwniez zadanie 675 (WT = 3,33),
w ktérym trzy jednakowe, jednakowo naladowane kulki polaczono nieprzewodzacymi
nié¢mi, tworzacymi tréjkat prostokatny. Nalezalo znalezé przyspieszenia kulek
natychmiast po przecieciu nici na przeciwprostokatnej tréjkata. Tu zdecydowana
wiekszos¢ uczestnikéw uznala, ze przyspieszenie kulki na przecieciu prostopadtych
nici wynosi zero, tymczasem na uklad kulek na przyprostokatnej dziata wzdtuz nici
niezréwnowazona sila zewnetrzna i ich przyspieszenia w tym kierunku sa jednakowe.
Autorem jedynych poprawnych rozwiazan w obu przypadkach byl Jan Zambrzycki.
Niemniej jednak pomyst sprawdzil sie o tyle, ze pojawili sie¢ nowi uczestnicy ligi,

a wéréd nich uczniowie.

Najwyzszy wspélezynnik trudnosei (WT = 3,77) mialo
zadanie 673 z termodynamiki, w ktérym nastepowaly
skokowe zmiany ciénienia na zewnatrz cylindra izolowanego
cieplnie od otoczenia. Nalezalo znalezé temperature
koncowa. Procesy byty nieodwracalne i nie mozna byto

stosowaé prawa przemiany adiabatycznej kwazistacjonarne;j:

V* = const. Podobny problem pojawial sie juz we
wezesniejszych zadaniach klubu i bytam bardzo ciekawa,
jak to zadanie wypadnie. W pelni poprawne rozwiazanie
nadestal Tomasz Wietecha, pozostate rozwiazania
ocenione zostaly na zero punktéw.

Najwiecej (osiem) rozwiazan bez zadnej usterki nadestali
w tym roku Jan Zambrzycki i Tomasz Wietecha. Wyrdznit
sie rowniez Mateusz Kapusta, ktory ma na swoim koncie

Klub 44 M

pie¢ bezblednych rozwiazan, a w przypadku trzech zadan
byly to jedyne w pelni poprawne rozwigzania. Chodzi

o zadania 663 (WT = 3,13), ktére bylo polaczeniem
elektrostatyki i mechaniki, oraz 668 (W1 = 3,06) i 670
(WT = 2,35), oba z optyki. Niektdérzy uczestnicy klubu,
maja wyrazne preferencje do wybranych tematéw, inne
wychodza im nieco gorzej albo omijaja je szerokim tukiem.

Trzech klubowiczéw przekroczyto limit 44 punktéw:
Tomasz Wietecha po raz 14(!), Marian Lupiezowiec
i Jan Zambrzycki po raz drugi.

Na koniec prosba do uczestnikéw klubu, ktorzy przysylaja
skany recznie pisanych rozwiazan, zeby byly one pisane
w miare czytelnie i na neutralnym tle.

Zadania z matematyki nr 795, 796

Redaguje Marcin E. KUCZMA

795. Ciag xo,x1,T2,...

Tp41 zxm/a%;;J dla n=1,2,3,...
n—1

Uzasadni¢ zbiezno$¢ i wyznaczy¢ granice tego ciagu.

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2020

jest okreélony rekurencyjnie: zo =1, z; = 1/v/2,

796. Dane sa liczby catkowite m > n > 1, przy czym m jest liczba parzysta.
Udowodnié¢, ze rownanie

"ty = (z+y)"

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich z,y wtedy i tylko wtedy, gdy
n — 1 dzieli sie¢ przez m — n.

Zadanie 796 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadai z numeru 10/2019

Przypominamy tres¢ zadan:

787. Niech M bedzie dowolnym niepustym skonczonym zbiorem liczb catkowitych. Dowiesé, ze

mozna ustawié¢ elementy zbioru M w ciag (z1, .

.., xy) tak, by dla kazdej tréjki wskaznikow

i,j,k € {1,...,n}, i < j < k spelniony byl warunek: z; + x # 2z;.

788. Znalezé najwiekszg liczbe t, dla ktérej nieréwnosé
(a®b+b%c+ c®a) + (ab® + bc® + ca®) — 3abe > t(a+ b+ c)®

zachodzi dla kazdej tréjki liczb dodatnich a, b, ¢, bedacych diugosdciami bokéw trdjkata.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2018/19

Krzysztof Kaminski - 2-42,48
Franciszek S. Sikorski — 1-41,28
Krzysztof Maziarz — 37,45
Michal Kozlik — 35,73
Janusz Fiett - 2-33,09
Mikotaj Pater - 31,50
Pawetl Burdzy - 30,60
Zbigniew Skalik - 3-30,03
Jakub Wegrecki — 29,41
Marek Spychata - 227,55
Bartlomiej Pawlik 27,51
Marcin Kasperski - 4-27,01
Janusz Wojtal - 25,24
Szymon Kitowski - 23,49
Stanistaw Bednarek — 2-23,02
Piotr Lipinski - 1-23,02
Marcin Matogrosz - 3-22,34
Fukasz Merta — 20,93
Btazej Zmija - 20,68
Kacper Morawski - 20,50
Andrzej Kurach - 1-20,29
Jedrzej Biedrzycki - 19,85
Michal Adamaszek -  4-19,81
Tomasz Wietecha - 12-19,12
Adam Woryna - 3-15,10
Marek Prauza -  4-14,96

Legenda (przykladowo): stan konta
4-27,01 oznacza, ze uczestnik juz
czterokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (piatej) rundzie ma 27,01
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
14 punktéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2017, 2018
lub 2019.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroéci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (14), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (20),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (4), P. Kubit (7),

J. Cisto (14), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik,

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz
(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, J. Fiett,

Z. Galias, L. Garncarek, J. Garnek,
A. Idzik, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,

M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski.

787. Warunki zadania nie zmieniaja si¢ przy przesunieciu zbioru M o dowolna
liczbe catkowita. Mozna wiec zakladaé, ze jego elementami sa liczby nieujemne.
Zauwazmy tez, ze jesli elementy pewnego zbioru M da sie uporzadkowaé

w wymagany sposob, wowczas to samo uporzadkowanie jest dobre dla kazdego
podzbioru zbioru M (po wykresleniu zbednych elementéw).

Wystarczy zatem udowodnié teze zadania dla zbioréw postaci

M, ={1,2,3,...,2™}. Dla M; = {1,2} kazde z dwdch uporzadkowan jest
dobre (warunek spelniony ,w prézni”). Dalej indukcja: przyjmijmy, ze dla
pewnego m zbiér M,, daje si¢ ustawi¢ w ciag (z1,...,xom) tak, ze z; + x # 2z,
gdy i < j < k. Wowczas ciag

(yl, ey y2m+1) = (21’1, e ,2x2rm,2x1—1, ceey 21’27ny1)

jest szukanym uporzadkowaniem zbioru M;,+1 (jednym z mozliwych); bo
gdy 0<i<j<k<2™Ilub2™ <i<j<k<2m nieréwnosé y; + yx # 2y;
wynika z zalozenia indukcyjnego; gdy zas ¢ < 2" < k, liczba y; + yi jest
nieparzysta, wiec # 2y;. To konczy krok indukcyjny.

788. Dla tréjkata rownobocznego zachodzi rownosé przy wartosci parametru
t = 1/9. Wykazemy, ze warto$é¢ t = 1/9 gwarantuje spelnienie nieréwnosci dla
kazdego tréjkata.

Dlugoéci bokéw a, b, ¢ dowolnego trdjkata mozna wyrazié¢ przez tréjke liczb

x,y,z >0, piszac: a =y + 2, b =z + z, ¢ = v +y. Oznaczmy przez F(a,b,c)
r6znice miedzy lewa oraz prawa strona zadanej nieréwnosci (z parametrem

t =1/9); mamy uzasadnié, ze F' > 0. Do dowodu uzyjemy tozsamosci

2 2
(1> F(y+z,z+x,x+y)=gA(x,y,z)+§B(x,y,z),
gdzie

2)  Aly2) =z(@-y)(@—2) +yly—2)y—2)+ 20z -2)(z —y),
3)  Blxy,2)=(e+y+2)[y—2)°+(z—2)* + (z —y)?].

Sprawdzenie tozsamosci (1) jest czynnoscia mechaniczna; z uwagi na
wielomianowa jednorodna (stopnia 3) postaé¢ obu jej stron, wystarczy ja
sprawdzi¢ np. dla z = 1 oraz czterech réznych wartosci y (mozna tez uzyé
programu komputerowego). Wyrazenia (2) i (3) maja dla z,y, z > 0 wartosci
nieujemne: nieré6wnos¢ B > 0 jest oczywista; za§ A > 0 to znana nieréwno$é
Schura. Stad F > 0. Wniosek: szukana maksymalna warto$é ¢ wynosi 1/9.

[Dla kompletnosci — jednolinijkowy dowdd nieréwnosci Schura: niech np.
x>y =z > 0; wowczas

Alz,y,2) = (z —y)[z(@ —2) —yly — 2)] + 2(z — 2)(y — 2);

to warto$é nieujemna, bo z(z — 2) > y(y — 2).]

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44M w roku szkolnym 2018/19

W tegorocznym omoéwieniu do znudzenia powtarza si¢ fraza ,wszystkie

nadestane rozwiazania podobne do firmowego”. To chyba oznacza, ze zadania

byly troche niefortunnie dobrane; tylko nieliczne daly mozliwoé¢ rozwiazania
sposobem odmiennym, a zgrabnym. Te, w ktérych uczestnicy jednak zdotali

znalez¢ ciekawe rozwigzanie lub uogdlnienie — badz tez opatrzyli interesujacym
komentarzem — wilaczamy do omdwienia; a spoérod pozostatych — zadania z wysokim
wspoélezynnikiem trudnoéei (WT') lub niska liczba przystanych rozwiazan (LPR).

Tu mata uwaga: formuta definiujaca WT ma faktyczne znaczenie w obrebie jednej
serii, bowiem zalezy od N, liczby uczestnikéw owej serii. W serii 765, 766 wartosé
WT obu zadan wydaje si¢ nie dos¢ wysoka; to skutek niewielkiej wartosci IV,
bowiem redaktor Ligi wyraznie nie docenil geometrycznego zadania 765 i oczekiwatl
znacznie wyzszej frekwencji w owym miesigcu. . .
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Zadanie 765. [Czworokat ABCD cykliczny
(%A = min. kat wewn.); P = AD N BC,

Q= ABNDC, AP | PQ: M = érodek BD —
PM L AB] (WT'=1,78; LPR=4).

Tylko cztery dobre rozwigzania: M. Adamaszek,

J. Wegrecki, J. Cislo — zupelnie elementarnie
(choé nie prosciej niz w rozwiazaniu firmowym).
Janusz Olszewski — inaczej i bardzo krétko: styczne

»Jednokrotni” cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie): R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasdniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Kurach,
A. Langer, R. Latala, P. Lipinski,

P. Lizak, P. Labedzki, M. Lupiezowiec,
W. Maciak, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Janusz Olszewski zauwazyl, ze modyfikacja
rozumowania firmowego daje dla planszy prostokatnej
m X n odpowiedz pozytywna, gdy m,n sa jednakowej
parzystosci, oraz uzasadnit odpowiedz negatywna

w pozostalym przypadku. To tadne uzupelnienie
zadania: przypus$émy, ze udalo sie pomalowaé w opisany
sposéb prostokat ABC'D o bokach AB, C'D dlugosci
nieparzystej oraz BC, AD dlugosci parzystej, przy
czym bok AB jest czerwony; skracajac boki BC', AD

o jednostke dostajemy prostokat A’B’C'D (o polu

do okregu (ABCD) w punktach B, D przecinaja
sie w punkcie R na prostej PQ (tw. Pascala dla
sze$ciokata ABBCDD); MR L MD, PR 1 PD,
wiec czworokat M DPR jest cykliczny; stad
|*<BAD| = |«xBDR| = |xMPR| =90° — [xMPA|
i PM 1 AB.

Zadanie 766. [Znalezé M > 5/2: Ya,b,c,d,e > 0: chkl(ﬁ
wieksze M — wyzsza ocena] (WT=2,44; LPR=3). Proponujac to zadanie,

Piotr Kumor nie znal optymalnej wartosci statej M (czyli kresu dolnego
rozwazanej sumy cyklicznej). Potrafil pokazaé, ze liczba M = 3 - 271/5 jest
ograniczeniem dolnym (wigkszym od banalnego 5/2). To ograniczenie, wraz

z uzasadnieniem Autora zostalo podane jako rozwiazanie firmowe; zostato

tez znalezione przez dwéch rozwiazujacych (M. Adamaszek, J. Olszewski).
Jednak koncowa klauzula zadania nie pozwolila przyzna¢ im oceny maksymalnej,
bowiem do boju ponownie ruszyl Autor zadania — i udowodnil, ze M = 3 jest
szukanym kresem dolnym (!). Dow6d jest o wiele za diugi, by go tu zamiescié,
nawet skrétowo. Wzmianke o tym wyniku, osadzong w szerszym kontekécie,
znajdzie Czytelnik w artykule Autora w niniejszym numerze Delty (s. 14-15);

a w elektronicznej wersji numeru — pelny dowdd.

)1/5 > M-

)

Zadanie 767. [Kwadrat n X n; linie podziatu — siatka 2n(n + 1) odcinkéw
jednostkowych; nalezy je pokolorowaé (4 kolory); kazdy maly kwadracik ma
mieé¢ brzeg 4-barwny; duzy kwadrat ma mieé¢ brzeg 4-barwny, ale kazdy bok
1-barwny; dla jakich n da si¢ to wykonaé¢?] (WT=1,47; LPR=15). Da si¢ dla
kazdego n; odmienny (nietrudny) dowdd dla n parzystych i nieparzystych.
Janusz Fiett wyliczyl, ze (przy ustalonych kolorach bokéw duzego kwadratu)
liczba mozliwych pokolorowan siatki dla n = 30 wynosi 33 554 944; wierzymy
na stowo.

Dla liczb naturalnych a > b, wzglednie pierwszych,
oraz dla n > 7 istnieje liczba pierwsza p, ktora dzieli
réinice a™ —b", ale niea' — b’ dlai=1,...,n—1;

gdy 2 < n < 6 tez tak jest, z wyjatkiem przypadkow:
[n=6,a=2,b=1] oraz [n=2, a+b=2" (m € N)].

Jest ono najlepiej znane pod nazwa: twierdzenie
Zsigmondy’ego; w nieznacznie rézniacych si¢ wersjach
jest réwniez wiazane z nazwiskami: Bang, Birkhoff,
Vandiver; por. artykut A. Rotkiewicza w Pracach

nieparzystym), ktérego zaden bok nie zawiera
odcinka czerwonego. Zatem wszystkie czerwone
odcinki rozwazanej siatki (poza tymi na boku AB)
leza wewnatrz tego ostatniego prostokata; kazdy

z nich skleja dwa kwadraciki jednostkowe; dostajemy
parkietaz prostokata A’B’'C'D kostkami domino —
sprzeczno$é.

Zadanie 768. [Réwnanie 1 +z + 22 + ... +2F = (1 +2)™

w (k,m,z) € N3] (WT=2,85; LPR=5 (7?)). Dwaj
najczesciej cytowani uczestnicy Ligi zaimponowali
erudycja: Janusz Olszewski zwrécil uwage na ogdlne
twierdzenie:
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Mat. IV (1960), s. 21-28.

Dane w zadaniu réwnanie mozna (dla z > 1) przepisaé
rownowaznie:

(1) e 1= (- 1)(z+1)™

Gdy k,x > 2, wowczas biorac w tw. Zsigmondy’ego
a=x,b=1,n=Fk+1, dostajemy — poza wymienionymi
przypadkami [...]| — liczbe pierwsza p dzielaca

P+t — 1, ale nie x — 1, 22 — 1, co daje sprzecznosé

z réwnaniem (1); zas przypadki [...], jak réwniez k = 1
lub z = 1, tatwo juz zbadaé bezposrednio, uzyskujac
ogolne rozwiagzanie réwnania: (k,m,z) = (1,1, z) lub
(2™—1,m,1). (J. Olszewski dostarczyl jeszcze dwa
inne rozwigzania, dluzsze).



Piotr Kumor podzielil si¢ wiedza na temat réwnania
Nagella—Ljunggrena

(2) 2" —1=(z—1)y%

oczywiscie (1) jest szczegdlnym przypadkiem (2).
Cho¢ ogélne rozwiazanie (2) nie jest znane, do celéw
naszego zadania wystarczy twierdzenie mowiace, ze
(2) nie ma rozwiazan z y = 1 (mod x) (Bugeaud,
Mignotte, Roy): pdfs.semanticscholar.org/e645/
956801dd058624d9a8ed1c279¢c62199e53bb . pdf

z,y,n,q EN; Ty, >1; n>2;

Nie ma tu miejsca, by zreferowaé wszystkie ciekawe
przystane informacje o tym réwnaniu (Google:
Nagell-Ljunggren equation; mozna tez zajrze¢ do
oméwienia ligi w elektronicznej wersji numeru).

Jak za$ zrobié¢ to zadanie bez glebokiej wiedzy (lub
sprawnej przegladarki), pokazuje rozwiazanie firmowe
oraz podobne elementarne rozwigzania, ktére przystali:
M. Adamaszek, M. Malogrosz, T. Wietecha;
jeszcze dwaj uczestnicy zrobili istotna czeéé¢ zadania,
jednak w konkluzji gubiac serie przypadkéw.

Zadanie 770. [Dane m,n € N; m,n > 2;
Kp(at,...,am) = > i, n=%;

S ={K,(a1,...,am) <1: a1,...,a, € N}; supS =7]
(WT=2,71; LPR=6 (97)). Rozwiazania nie odbiegaly
od firmowego: M. Adamaszek, M. Kasperski,

J. Fiett, J. Olszewski, A. Kurach, Z. Skalik;

a takze (poprawnie po dopracowaniu): J. Cisto,

S. Stobodianiuk, P. Najman. Autor zadania,
Adam Woryna, wspomnial, ze rozwazana wielko$é
K,(ai,...,an) jest nazywana sumq Krafta ciagu

(al,...,am .

Zadanie 771. [f: R — R r6zniczkowalna;

F(ef2) = LO=1@) qia ¢,b € R takich, ze
a—beZ\{0}; f=7 WT=2,91; LPR=6). Nie
wszyscy rozwiazujacy zauwazyli, ze podane rownanie
jest zaktadane jedynie dla par liczb o réznicy catkowitej
(przyjecie tego zalozenia dla dowolnych a,b € R

to istotna zmiana zadania!). Dobre rozwiazania:

M. Adamaszek, W. Bednarek, J. Cisto, P. Kumor,
M. Malogrosz, J. Olszewski; we wszystkich
wystarczalo rozwazanie par a,b rézniacych sie o 2, 4

lub 8; teza: f jest wielomianem stopnia < 2. Intrygujace
pytanie postawil P. Kumor: czy dla uzyskania tezy

nie wystarczy zalozenie podanej réwnosci dla pewnych
ustalonych dwdch (a nie trzech) wartosci réznicy |a — b|?
Pytanie przekazujemy Czytelnikom. (Ustalenie jednej
nie wystarczy; przyklady: math.stackexchange.com/
questions/116236/mean-value-property-with
rfixed-radius).

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Zadanie 776. [SzeScian o krawedzi k przeciety
plaszczyzna w odlegtosci d od jego érodka, nieroztaczna
z zadna Sciana; max d =7] (WT=2,88; LPR=T).
Rozwiazania jak firmowe: nieistotne réznice

w warsztacie (rozmiary prac: od 1/2 do 4 stron
wydruku): M. Adamaszek, J. Fiett, A. Kurach,

M. Malogrosz, L. Merta, J. Olszewski, B. Zmija.

Zadanie 777. [NABC; K € BC,Le CA, M € AB

— punkty stycznosci z okregiem wpisanym; P na

prostej KM; PC||KL = prosta AP przepolawia K L]
(WT=2,45; LPR=10). Twierdzenie Menelausa, uzyte
w rozwiazaniu firmowym, mozna bylo zastosowaé i do
innych tréjkatéw widocznych na rysunkach (Michat
Adamaszek: ANABC; Andrzej Kurach: AKLY;

Y = ACn KM); dawalo teze prawie natychmiast.
Uzywajac metod bardziej wymyslnych (wzajemno$é
biegunowych, dwustosunek, symediany), zadanie
zrobili Janusz Olszewski, Semen Slobodianiuk;

nie przedstawiamy tych prac, zwazywszy wieksza
prostote (i mniejsza dlugosé) rozwiazania firmowego oraz
pokrewnych. Pozostale dobre rozwiazania — rachunkowe.

Zadanie 779. [Plansza n x n; w kazdym polu liczba
catkowita; liczby w polach sasiednich réznia sie < 1;
badamy m € N takie, ze przy kazdym takim wypelnieniu
pewna liczba pojawi si¢ na > m polach; maxm =7]
(WT=2,71; LPR=T7). Rozwiazania jak firmowe (lub dosé¢
podobne): M. Adamaszek, ¥.. Merta, J. Olszewski,
B. Zmija, R. Kujawa, K. Matuszewski; oraz
(rozpatrujac liczne przypadki) A. Kurach. Tylko
Michat Adamaszek zwrdécit uwage, ze przy kazdym
takim wypelnieniu dowolnej planszy prostokgtnej pewna
liczba wystepuje w kazdym wierszu lub kazdej kolumnie;
stad dla kwadratu n x n odpowiedz: (maxm) = n.

Zadanie 781. [Dane b > a > 0 oraz liczba parzysta n;
badamy $rednie A = A(xy,...,2,), H=H(z1,...,2,),
gdy x1,...,2, € [a,b]; sup(4/H) =7 (WT=1,36;
LPR=16). Prosciej niz firméwka: prawie wszyscy
skorzystali z wypuklosci (wzgledem kazdego x;) funkcji
A/H i wywnioskowali, Ze na kostce [a,b]" osiaga ona
maksimum w jednym z wierzchotkéw — mianowicie
tym, gdzie jest jednakowo wiele wystapien a i b; zas dla
n nieparzystego — gdzie liczby wystapien a i b réznia
sie o 1; ten przypadek to naturalne uogdélnienie zadania
(M. Kasperski, J. Olszewski, T. Wietecha).

Zadanie 783. [N kwadratéw (boki ||, L do ustalonego
kierunku); S — zbiér ich $rodkéw = mozna wyrdznié
pewne kwadraty tak, by kazdy punkt zbioru S lezal

w > 1 oraz < 4 wyréznionych kwadratach] (WT=3,76;
LPR=2). Oba dobre rozwiazania jak firmowe: Karol
Matuszewski, Janusz Olszewski.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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