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Kochajcie trygonometrie, dziewczeta
Barttomiej BZDEGA

Trygonometria, z zupelnie niezrozumialych dla mnie powoddéw, bywa uznawana
za brzydka metode rozwiazywania zadan olimpijskich. Niestety skutkuje to
tym, ze mlodziez mniej chetnie uczy sie tego waznego dzialu matematyki.

By¢ moze znalezienie odcinka, ktérego dorysowanie natychmiast rozwiazuje
problem, jest nieco bardziej eleganckie niz stosowanie twierdzenia sinuséw, ale
nie ma gwarancji, ze taki odcinek zdazymy w czasie zawodow znalezé. Dlatego
warto w swym arsenale mie¢ dodatkowe narzedzia, ktére, cho¢ bardziej toporne,
w niektorych warunkach sa nieco pewniejsze.

W ponizszych twierdzeniach uzywamy standardowych oznaczen: niech a, 3, v
bedg miarami katéw przy wierzchotkach odpowiednio A, B, C tréjkata ABC,
za$ a, b, ¢ — dtugosciami bokéw naprzeciw nich. Przez R oznaczamy promien
okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie sinusow: =% = <2— = -
sin 3 sin -y

sin o

=2R.

Twierdzenie cosinuséw: ¢ = a® + b?> — 2abcos~y (analogicznie a? i b?).

Pole tréjkgta: [ABC] = Sabsiny = Lbcsin o = Jcasin 8.

Nie bedziemy wymieniaé¢ tu wzoréw redukcyjnych ani innych tozsamosci
trygonometrycznych. Czytelnik, jezeli jeszcze nie zapoznal sie z nimi na lekcji
matematyki w szkole Sredniej, znajdzie je w tablicach matematycznych.

Na koniec dwie uwagi do twierdzenia sinuséw. Wynika z niego réwnosé
proporcji 3 = :iﬁa (i dwie analogiczne), wigc mozemy plynnie przechodzié

pomiedzy dlugosciami bokéw i sinusami katow tréjkata. Ponadto do korzystania
z twierdzenia sinuséw wcale nam tréjkata nie potrzeba, gdyz taczy ono dlugosé

d cieciwy okregu, ktéra wyznacza kat wpisany 9, z promieniem R tego okregu:

d _
sind ~ 2R.
Zadania

1. Wykazaé, ze dla réwnolegloboku ABC'D zachodzi réwnosé
|AB|*> + |BC|* + |CD* + |DA|* = |AC|* + |BD|*.
2. Punkt P lezy na boku AB trdjkata ABC. Niech |BC|=a, |[CA| =0, |AP| =
x i |BP| =y. Dowieéé, ze |CP|? = arziiij — zy (twierdzenie Stewarta).
3. Ustalmy polproste pq, pp, pe 1 pg, majace wspolny poczatek P, ktore zostaly
podane w kolejnoéci antyzegarowej. Prosta ¢ przecina je odpowiednio

. . i . . |AC|-|BD
w punktach A, B, C'i D. Dowiesé, ze wartos¢ wyrazenia %

nie zalezy
od wyboru prostej £ (niezmienniczo$é dwustosunku).

4. Dany jest prostokat ABC'D. Punkty K i L leza odpowiednio na odcinkach
BC i CD, przy czym tréjkat AKL jest rownoboczny. Dowie$é, ze suma pél
tréjkatow ABK i ALD jest réwna polu tréjkata CLK.

5. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag. Na tym okregu lezy punkt P.
Udowodnié, ze iloczyn odlegtosci punktu P od prostych AB i C'D jest réwny
iloczynowi odleglosci punktu P od prostych BC i DA.

6. Punkty P, Q, R leza odpowiednio na bokach BC, C A, AB trojkata ABC.
Spelnione sa nastepujace réwnosci:

|AR| = |RP| = |PC|,
Wykazaé, ze |AC| + |BC| = 2|AB|.
7. W pieciokacie wypuklym ABCDFE zachodza nastepujace rownosci:
|AB| = |BC| = |CD|, |AE| = |EB| = |BD|, |AC| = |CE| = |ED|.
Wyznaczy¢ miary katéw tego pieciokata.

8. W trékjacie ABC, wpisanym w okrag o srodku O, kat przy wierzchotku C
jest rozwarty oraz zachodzi réwnosé¢ |AC| + |BC| = 2|CO|. Odcinki AB i CO
przecinaja sie w punkcie D. Dwusieczne katow ACD i BC'D przecinajg
odcinek AB w punktach odpowiednio P i Q. Dowie$é, ze punkt D jest
srodkiem odcinka PQ.

|BR| = |RQ| = |QC.
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