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Trygonometria, z zupełnie niezrozumiałych dla mnie powodów, bywa uznawana14

Wskazówkidozadań

1.NiechPbędziepunktemprzecięcia
przekątnychrównoległoboku.Wyznaczyć
|AB|

2
ztwierdzeniacosinusówdla

trójkątaABP,podobnietrzypozostałe
kwadratydługościboków.
2.Mamycos?APC=−cos?BPC.
Wyznaczyćlewąiprawąstronę
ztwierdzeniacosinusówdlatrójkątów
odpowiednioAPCiBPC,anastępnie
przekształcićotrzymanąrówność,by
otrzymać|CP|

2
.

3.NiechhbędzieodległościąpunktuP
odprostejℓ.Oznaczmyprzezα,β,γkąty
pomiędzypółprostymiodpowiedniopa

ipb,pbipc,pcipd.Wówczasobliczając
nadwasposobypoletrójkątaACP,

otrzymamy|AC|=
|AP|·|CP|

h·sin(α+β).
Analogicznienależypostąpićzodcinkami
BD,BCiAD.
4.Przystandardowychoznaczeniach,
jeśliγ=90

◦
,to[ABC]=

1
4c

2
sin2α.

Niechϕ=2|?BAK|.Zadaniesprowadza
siędowykazaniarówności
sinϕ+sin(60

◦
−ϕ)=sin(60

◦
+ϕ).

5.Przystandardowychoznaczeniach
wysokośćtrójkątaABCopuszczona
zwierzchołkaCmadługość

ab
2R.

OdległościpunktuPodprostychAB,
BC,CDiDAsąodpowiednio
wysokościamitrójkątówABP,BCP,
CDP,DAP.
6.Niech|AR|=xi|BR|=y.Obliczając
poletrójkątaABCnadwasposoby,
otrzymamyrówność

1
2absinγ=

=xysinγ+
1
2x(b−y)sinα+

1
2y(a−x)sinβ

(oznaczeniastandardowe).Teraz
wystarczyzastosowaćtwierdzeniesinusów
dlatrójkątaABCiuprościćtęrówność.
7.Przyjmijmyoznaczeniax=|AB|,
y=|AE|,z=|AC|orazϕ=|?BAC|,
ψ=|?CAE|.Zrówności
cos(φ+ψ)=cosφcosψ−sinφsinψ
otrzymamypoprzekształceniach
x2

y2+
y2

z2+
z2

x2=5,analogicznie

x2

z2+
z2

y2+
y2

x2=5.Terównościprowadzą

downiosku,żepewnedwiezliczbx,y,z
sąrówne,adziękizałożeniuowypukłości
pięciokątamamyy=z.Dalszączęść
rozwiązaniastanowiąprosterachunkina
kątach.
8.Przyjmijmystandardoweoznaczenia
dlatrójkątaABC.Ztwierdzenia
odwusiecznejzastosowanegodlatrójkąta

ADCotrzymujemy
|CD|
|DP|=

|AC|+|CD|
|AD|.

MiarykątówtrójkątaADCwynoszą
odpowiednioα,90

◦
−α+β,90

◦
−β,

więcztwierdzeniasinusów
|AC|+|CD|

|AD|=
sin(90◦−α+β)+sinα

sin(90◦−β).Po

uproszczeniuizastosowaniurówności
sinα+sinβ=1(treśćzadania+
twierdzeniesinusów),otrzymamy
|CD|
|DP|=cosα+cosβ.Analogicznie

postępując,dojdziemydorówności
|CD|
|DQ|=cosα+cosβ.

za brzydką metodę rozwiązywania zadań olimpijskich. Niestety skutkuje to
tym, że młodzież mniej chętnie uczy się tego ważnego działu matematyki.
Być może znalezienie odcinka, którego dorysowanie natychmiast rozwiązuje
problem, jest nieco bardziej eleganckie niż stosowanie twierdzenia sinusów, ale
nie ma gwarancji, że taki odcinek zdążymy w czasie zawodów znaleźć. Dlatego
warto w swym arsenale mieć dodatkowe narzędzia, które, choć bardziej toporne,
w niektórych warunkach są nieco pewniejsze.

W poniższych twierdzeniach używamy standardowych oznaczeń: niech α, β, γ

będą miarami kątów przy wierzchołkach odpowiednio A, B, C trójkąta ABC,
zaś a, b, c – długościami boków naprzeciw nich. Przez R oznaczamy promień
okręgu opisanego na tym trójkącie.

Twierdzenie sinusów: a
sinα = b

sin β = c
sin γ = 2R.

Twierdzenie cosinusów: c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ (analogicznie a2 i b2).

Pole trójkąta: [ABC] = 1
2 ab sin γ = 1

2 bc sin α = 1
2 ca sin β.

Nie będziemy wymieniać tu wzorów redukcyjnych ani innych tożsamości
trygonometrycznych. Czytelnik, jeżeli jeszcze nie zapoznał się z nimi na lekcji
matematyki w szkole średniej, znajdzie je w tablicach matematycznych.

Na koniec dwie uwagi do twierdzenia sinusów. Wynika z niego równość
proporcji a

b
= sinα

sin β (i dwie analogiczne), więc możemy płynnie przechodzić
pomiędzy długościami boków i sinusami kątów trójkąta. Ponadto do korzystania
z twierdzenia sinusów wcale nam trójkąta nie potrzeba, gdyż łączy ono długość
d cięciwy okręgu, która wyznacza kąt wpisany δ, z promieniem R tego okręgu:
d

sin δ = 2R.

Zadania

1. Wykazać, że dla równoległoboku ABCD zachodzi równość

|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 = |AC|2 + |BD|2.

2. Punkt P leży na boku AB trójkąta ABC. Niech |BC| = a, |CA| = b, |AP | =

x i |BP | = y. Dowieść, że |CP |2 = a2x+b2y
x+y − xy (twierdzenie Stewarta).

3. Ustalmy półproste pa, pb, pc i pd, mające wspólny początek P , które zostały
podane w kolejności antyzegarowej. Prosta ℓ przecina je odpowiednio

w punktach A, B, C i D. Dowieść, że wartość wyrażenia |AC|·|BD|
|BC|·|AD| nie zależy

od wyboru prostej ℓ (niezmienniczość dwustosunku).
4. Dany jest prostokąt ABCD. Punkty K i L leżą odpowiednio na odcinkach

BC i CD, przy czym trójkąt AKL jest równoboczny. Dowieść, że suma pól
trójkątów ABK i ALD jest równa polu trójkąta CLK.

5. Czworokąt ABCD wpisany jest w okrąg. Na tym okręgu leży punkt P .
Udowodnić, że iloczyn odległości punktu P od prostych AB i CD jest równy
iloczynowi odległości punktu P od prostych BC i DA.

6. Punkty P , Q, R leżą odpowiednio na bokach BC, CA, AB trójkąta ABC.
Spełnione są następujące równości:

|AR| = |RP | = |PC|, |BR| = |RQ| = |QC|.

Wykazać, że |AC| + |BC| = 2|AB|.
7. W pięciokącie wypukłym ABCDE zachodzą następujące równości:

|AB| = |BC| = |CD|, |AE| = |EB| = |BD|, |AC| = |CE| = |ED|.

Wyznaczyć miary kątów tego pięciokąta.
8. W trókjącie ABC, wpisanym w okrąg o środku O, kąt przy wierzchołku C

jest rozwarty oraz zachodzi równość |AC| + |BC| = 2|CO|. Odcinki AB i CO

przecinają się w punkcie D. Dwusieczne kątów ACD i BCD przecinają
odcinek AB w punktach odpowiednio P i Q. Dowieść, że punkt D jest
środkiem odcinka PQ.
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