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12 i wszystkich wykladnikéw
=[]

wyzej, jest ona spelniona dla parzystych n <
0 < a <1, gdyz dla parzystych n mamy 3

Dlan =3 oraz 0 < a < log, % ~ 0,58496 i dla dowolnych dodatnich liczb

a, b, c prawdziwa jest nier6wnos¢é (ﬁ)a + (Cia)a + (aib)a > 2. Jest to
udowodnione w [3]. Zatem S(3,a) =2 dla 0 < a < log, 2. Oczywidcie dla

o >log, 3 jest S(3,a) < 2, co wida¢ na przykladzie liczb a = b= c = 1. Dla
n = 3 oraz dla parzystych liczb n < 12 wszystko jest wiec jasne.

Na podstawie udowodnionej wyzej nieréwnosci S(n,a) > S(n,1) dla0 < a <1
oraz tego, co wiadomo z rozwiazania problemu Shapiro, otrzymujemy, ze
S(n,a) > % dla liczb nieparzystych n < 23 oraz S(n,«) = Dn dla pozostatych
wartosci n.

Kierujac sie wylacznie intuicja, postawilem hipoteze, ze S(n,a) = | %4 |
dla wszystkich n oraz 0 < a < 1 . Nie potrafie tego dowie$¢ dla zadnej
liczby n poza wskazanymi powyzeJ (czyli dla n = 3 oraz parzystych n <

O sytuacji dla pozostalych wartoéci n moge powiedzie¢ bardzo niewiele.
Jedynie dla n = 5 (najmniejsza niezbadana wartosé n) udalo mi sie pokazaé,

ze S(5,a)=3dlal0 < a< %, co stanowi pelne rozwigzanie zadania 766. Dowdd
udostepniony jest na stronie Delty. Bede bardzo wdzieczny za wszelkie uwagi lub
zwigzane wyniki. Na przyktad dowody nieréwnodci postaci S(n,a) > M > &
dla nieparzystych n i mozliwie duzych a (najlepiej a > %) lub ewentualne
kontrprzyktady do uczynionych wyzej hipotez. Zapraszam do kontaktu poprzez
zamieszczony na poczatku artykulu adres poczty elektronicznej, a takze do
dyskusji w komentarzach do tego artykutu na stronie Delty. Wedlug mojej
wiedzy w literaturze ani w sieci nie ma aktualnie zadnych innych tego rodzaju
wynikow. Uzyskanie takowych moze wigc by¢ cenne, w szczegélnosci dla oséb
zainteresowanych Konkursem Prac Uczniowskich z Matematyki im. Pawla
Domanskiego.
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Spadek swobodny z ksiezycowej orbity
Andrzej SOLTAN*

Sita grawitacji sprawia, ze jakikolwiek upuszczony przedmiot spada ruchem
jednostajnie przyspieszonym. Wartos¢ przyspieszenia ziemskiego znamy na
pamieé. Mozna wiec obliczy¢ polozenie ciala i jego predkos¢ w dowolnej chwili.
Rowniez czas spadania wyznaczymy natychmiast, jezeli tylko znamy wysokosé
poczatkowa. Trudno o mniej wymagajace zadanie z dynamiki.

Rachunki sie komplikuja, gdy ciato spada z duzej wysokosci. Tak duzej, ze

nie mozemy juz przyjaé, iz przyspieszenie ziemskie jest state. Na przyktad

z wysokoéci orbity Ksiezyca. Poniewaz przyspieszenie grawitacyjne maleje

z kwadratem odleglosci, 384 750 km od Ziemi (Srednia odleglo$é Ksiezyca od
srodka Ziemi) natezenie pola grawitacyjnego Ziemi jest okolo 3600 razy stabsze
niz w poblizu jej powierzchni. Wiedzial to juz Izaak Newton, co znaczaco
pomoglo mu sformutowaé prawo powszechnej grawitacji.

Jak dlugo zatem bedzie trwal spadek swobodny w centralnym polu

grawitacyjnym Ziemi z wysokoéci orbity Ksiezyca? Promien orbity Ksiezyca
jest 60 razy wiekszy od promienia Ziemi. Wobec takiej roznicy wielkosci, dla
uproszczenia, pominmy w rachunkach rozmiar Ziemi. Dokladnie tak brzmialo

15



]

Rozwigzanie zadania M 1629.

Kazde z 2(m + n) — 4 pdl szachownicy
przylegajacych do jej brzegu nazwijmy
brzegowym. Zauwazmy, ze kazda wieza,
ktéra sama nie znajduje sie na polu
brzegowym, atakuje dokladnie jedno
puste (czyli niezajete przez inng wieze)
pole brzegowe. Wobec tego taczna liczba
wiez jest nie wieksza od liczby pdl
brzegowych. Z drugiej strony, ustawiajac
wieze na wszystkich polach brzegowych,
uzyskujemy konfiguracje, ktora spelnia
warunki zadania.

jedno z zadari LX Olimpiady Astronomicznej. W kazdym punkcie pionowej
trajektorii znamy przyspieszenie ruchu, ktére jest przeciez druga pochodna
polozenia. Wystarczy zatem dwa razy scatkowac... Niestety, nie jest to dobry
pomyst na szybkie rachunki. Skoro jednak problem trafil do szkolnej olimpiady,
musi by¢ lepszy sposob rozwiazania.

Dzigki Keplerowi zadanie jest niemal trywialne. Jego III prawo moéwi bowiem, ze
stosunek szeécianu wielkiej potosi orbity a do kwadratu okresu obiegu planety
wokét Storica T jest jednakowy dla wszystkich planet: a®/T? = const. Newton
wykazal, ze ta prosta reguta wynika z prawa powszechnego ciazenia i stosuje sie
do wszelkich orbit zamknietych wokot ciata centralnego:

a®>  G(M+m)

T2 4r2 7
gdzie M i m to masy obiegajacych sie cial, a G jest stala grawitacji. Dla
orbity kolowej prawo to mozna latwo wyprowadzié¢ z zasad dynamiki Newtona
i — oczywidcie — prawa powszechnego cigzenia. P6lo§ a sprowadza si¢ w tym
przypadku do promienia wodzacego laczacego oba ciata. Wzoér powyzszy
pozostaje stuszny réwniez dla orbit eliptycznych, ale jego wyprowadzenie jest
nieco bardziej skomplikowane.

Suma mas obu cial, M + m, w liczniku po prawej stronie w przypadku Stonca
i planety nie jest oczywiscie stata, gdyz masy planet r6znig sie bardzo, ale
wszystkie sg znacznie mniejsze od masy Stonica i z dobrym przyblizeniem
mase m planety mozna w powyzszym wzorze pominaé. Jowisz jest wprawdzie
318 razy masywniejszy od Ziemi, a blisko 6000 razy od Merkurego, ale stanowi
mniej niz jedng tysieczng masy Stonica. Tak wiec III prawo jest spelnione dla
wszystkich planet w Ukladzie Stonecznym z dokladnoscia do jednego promila.

Zastosujemy teraz to prawo do uktadéw ,,Ziemia—Ksiezyc” i ,,Ziemia—ciato
prébne”; ale zanim ,,upuscimy” ciatlo prébne na Ziemie z orbity Ksiezyca,
umiedcimy je najpierw dokladnie na kolowej (w przyblizeniu) ksiezycowej orbicie

wokdl Ziemi:
ay  G(Mz+mg) a3, GMy
T a0 T2 am
Teraz ax jest polosia wielka orbity Ksiezyca i ciata prébnego, Mz i mg —
masami Ziemi i Ksiezyca i odpowiednio T i T}, okresami obiegu Ksiezyca
i ciala prébnego. Nie pomineliémy masy Ksiezyca, gdyz nie jest ona znikoma
w poréwnaniu z masa Ziemi: Mz = 81,3 M. W efekcie cialo probne bedzie
poruszac¢ sie nieco wolniej niz Ksiezyc i T, =~ 1,006T . Jezeli umiescimy ciato
prébne w odleglosci Ksiezyca od Ziemi, ale nadamy mu predkos¢ orbitalna
mniejsza niz niezbedna, by utrzymalto si¢ na orbicie kotowej, to bedzie si¢ ono
poruszato po orbicie eliptycznej. Im mniejsza bedzie ta predkosé, tym elipsa
orbity bedzie bardziej sptaszczona. Przy pewnej predkoéci ciato prébne uderzy
w Ziemie. W naszym zadaniu tak sie jednak nie stanie, gdyz pomijamy rozmiar
Ziemi, czyli przyjmujemy, ze ma dowolnie maly promienn. W miare dalszego
zmniejszania predkoéci poczatkowej w apogeum, to jest w punkcie najbardziej
oddalonym od Ziemi, orbita ciala probnego staje si¢ coraz bardziej ,,smukla”
i zbliza sie do odcinka o dlugoéci ax. Potos orbity as w tak ,zdegenerowanym”
przypadku jest wobec tego dwa razy mnuiejsza: as = ax /2, a okres orbitalny T,
jest réwny podwojonemu czasowi spadku T, ktérego szukamy: T, = 27}:
(ax /2)3 _ GMy
(2T,)2  4m2
Poréwnujac odpowiednie wzory, otrzymujemy Ty = T},/+/32 =~ 0,1778T.
W tablicach astronomicznych znajdujemy dlugos$¢ miesiaca syderycznego, czyli
okres obiegu Ksiezyca wokol Ziemi Tk = 27,322 dni, i ostatecznie otrzymujemy
Ts = 4,858 dni = 116,6 godzin. Jest to okolo 1,6 razy dluzej niz czas podrozy
powrotnej z Ksiezyca astronautéw programu Apollo.

Czytelnikowi pozostawiam obliczenie, ile minut wczesniej cialo probne zderzy sig
z Ziemia, gdy nie pominiemy jej rozmiaréw.
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