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Rozpocznijmy od przypomnienia, czym jest tréjkat opierajac si¢ na przykltadzie sfer o réznych promieniach.
geodezyjny. Majac dane dwa punkty na powierzchni Przypomnijmy je w troche zmienionej wersji: jesli
(powiedzmy, ze lezace odpowiednio blisko siebie), na danej powierzchni M dowolny tréjkat geodezyjny

najkrétsza taczaca je krzywa lezaca na tej powierzchni o katach «, 8, i polu A spelnia nieréwno$c¢
nazwiemy geodezyjng. Dla przykladu — na plaszczyznie
te role pelnig odcinki, a na sferze tuki tzw. okregdéw (%) atf+yzm+K-A,

wielkich. Przez trajkqt geodezyjny rozumiemy obszar
wyznaczony przez trzy punkty, zamkniety miedzy
laczacymi je geodezyjnymi. Kat w wierzcholku takiego
tréjkata liczymy jako kat miedzy stycznymi do
odpowiednich krzywych geodezyjnych.

to powiemy, ze powierzchnia ta ma krzywizne Gaussa
ograniczona z dotu przez K. Jesli (ED jest zawsze
réwnoécia, to méwimy, ze krzywizna Gaussa jest

rowna K. W $wietle tej definicji ptaszczyzna ma zerows
krzywizne Gaussa, natomiast okazuje sie, ze sfera

W poprzednim numerze (A2,), w artykule O tréjkgtach o promieniu r ma krzywizne réwna 1/r?, co wykazaliémy
na sferze, wprowadziliSmy pojecie krzywizny Gaussa, w poprzednim artykule.

Gdyby znaé wszystkie spdjne
powierzchnie i dla kazdej obliczyé
charakterystyke Eulera, otrzymalibysmy
doktadnie liczby 2,1,0, -1, —2,... Taka
wiedza nie bedzie nam jednak konieczna.

Vs

Na powyzszym rysunku:
01({e1,e2,e3,ea,e5}) = {v1,v6},

02({f1, f2, fa}) = {e1,e2,e3,e4,€0}

Roéznica symetryczna tréjkata i kwadratu
zaznaczona jest kolorem.

Celem tego artykulu jest uzasadnienie nastepujacej zaleznoéci pola calej
powierzchni M od jej krzywizny:

Twierdzenie. Jesli M jest spdjna powierzchnia o krzywiznie Gaussa
ograniczonej z dotu przez K > 0, to jej pole | M| spelnia nieréwnosé

47
M| < —.
Ml
Warto odnotowad, ze dla dowolnej sfery ta nieréwnosé staje sie réwnoscia.
Na potrzeby dowodu zacznijmy od nalozenia na M siatki ztozonej z trojkatow
geodezyjnych, oznaczmy przez V, £, F odpowiednio zbiory wierzchotkéw,

krawedzi i tréjkatéow w tej siatce, a przez V, E, F' licznosci tych zbiorow.
Zadanie pozostawione na koniec poprzedniego artykulu pokazuje, ze

2
M| < %(V—E+F).

Pozostaje wiec wykaza¢ nieréwnosé¢ V — F 4+ F < 2. Sprowadzilismy wiec dowod
twierdzenia do nastepujacego faktu:

Lemat. Jesli spdjna powierzchnia M jest pokryta tréjkatng siatka, to V — E + F
nie przekracza 2.

Aby ten fakt uzasadnié¢, wprowadzimy narzedzie pomocnicze, w ktérym

odpowiednio do$wiadczony zyciem Czytelnik moze rozpoznaé homologie
symplicjalne o wspdtezynnikach w Zs.
Whprowadzmy zbiory potegowe (czyli zbiory wszystkich podzbioréw) 2V, 28, 27
i okredlmy tak zwany operator brzegu 0 : 2° — 2V:
0(X) = {v € V : v jest konicem nieparzyscie wielu krawedzi nalezacych do X }
Analogicznie definiujemy drugi operator brzegu 9s: 27 — 2¢:

h(Y)= {e € E': e jest krawedzia nieparzyscie wielu $cian nalezacych do Y}.
Nazwa operator brzegu bierze sie stad, ze 01({e}) to dwuelementowy zbiér
konicow krawedzi e, a 02({f}) jest zbiorem trzech bokéw Sciany f.
Dla dowodu kluczowa jest pewna wlasnos¢ tych operatoréw, ktéra nazwiemy
tutaj liniowoscig. Mianowicie operator p: 24 — 28 nazwiemy liniowym, jesli

p(A1 + A2) = p(A1) +p(Az) dla Ay, Ay C A,

gdzie + oznacza réznice symetryczng dwoch zbioréw. Sprawdzenie liniowosci
operatoréw 0; i 0 zostawimy Czytelnikowi jako ¢wiczenie (rozwiazanie na
stronie 14).

Réwnoséé p(Ar) = p(As) jest réwnowazna réwnosei p(A;) + p(As) = 0,
co (jesli p jest liniowy) zachodzi dokladnie wtedy, gdy p(A; + Az) = 0. Stad
wynika, ze p przyjmuje kazda swoja wartos¢ tyle samo razy, a mianowicie
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U3

V1 V2

Dlaczego |P| = 2V 717 Jedli ustalimy

dowolny wierzchotek v € V, to
X—=X+v

zadaje bijekcje miedzy rodzing P

a dopelnieniem tej rodziny.

[p~1(0)| razy. Oznacza to, ze zbiér 2 mozna podzieli¢ na |p(24)| podzbioréw,
kazdy o licznosci [p~'(0)

(1) 24] = [p2*)] - [p~ 1 (0)].

Ustalmy Sciane f i oznaczmy jej krawedzie oraz wierzchotki jak na rysunku,
wowcezas O2({f}) = {e1, €2, e3}. Widzimy teraz, ze kazdy z wierzcholtkéw vy, v, vs
nalezy do dwoch krawedzi z otrzymanego zbioru, natomiast kazdy pozostaly
wierzchotek nie nalezy do zadnego. Jako ze 0 i 2 sa liczbami parzystymi,
wnioskujemy, ze 91 (02({f})) jest zbiorem pustym. Korzystajac z liniowosci
operatoréw 0; i 0o (i indukcji wzgledem k), mozemy wyprowadzié¢ réwnosé

M (02({f1,---,fx})) =0 dla dowolnego podzbioru { fi,..., fr} rodziny F. Oznacza
to, ze jesli £ jest wartoécia Oz (czyli jest elementem 9(27)), to 91(£') = 0
(czyli & jest elementem 9y (0)). Zbiér 92(27) jest wiec podzbiorem 9y *((),

w zwiazku z czym

2 02(27)] < 107 (0.

Woprost z definicji 92 wynika, ze d2(0) = () oraz d2(F) = (); sprawdzimy teraz, ze
istotnie 05 *(0) = {0, F}. Rozwazmy mianowicie podzbiér F' C F, dla ktérego
Oo(F') = . Warunek ten oznacza, ze jesli jaka$ $ciana nalezy do JF', to kazda ze
$cian sgsiadujacych réwniez nalezy do F’. Poniewaz M jest powierzchnia spéjna,
tatwo zauwazy¢, ze wowczas wszystkie Sciany muszg naleze¢ do F'. Pozostawia
to dwa mozliwe przypadki: 7/ = F oraz F' = ().

, co daje nam réwnosé

Wykazemy réwniez, ze 01 (2°) = P, gdzie P jest rodzing wszystkich
parzystoelementowych podzbioréw V. Zauwazmy najpierw, ze 01 ({e}) jest
zbiorem dwuelementowym, a wiec 0;({e}) € P. Poniewaz réznica symetryczna
dwéch zbioréw parzystej mocy réwniez jest parzystej mocy, ogdlny warunek
01({e1,...,ex}) € P latwo otrzymujemy z liniowosci 01 przez indukcje ze
wzgledu na k. Stad zawieranie 9;(2¢) C P. Dla dowodu przeciwnego zawierania
rozwazmy najpierw dowolny dwuelementowy zbiér wierzchotkéw {vy,ve}. Dzieki

spéjnosci M mozemy znalezé¢ lamang ey, . .., e, prowadzaca z vy do vg; wprost
z definicji mamy wtedy 01 ({e1,...,ex}) = {v1,v2}. Ogdlny przypadek ponownie
otrzymujemy przez indukcje. Jesli dla dowolnych v, ..., v4 umiemy znalezé

podzbiory X,Y spelniajace 01(X) = {v1,v2} 1 01(Y) = {vs,v4}, to

81<X - Y) = 81<X) —81(Y) = {’Ul, - ,’1)4}.
Iterujac to rozumowanie, otrzymujemy odpowiedni zbior krawedzi dla kazdego
parzystoelementowego zbioru wierzchotkéw.

Z powyzszych dwoch akapitéw wynika, ze
(3) 051 (@0) =2 oraz 0,(2°) = [P|=2""".

Wykorzystujac réwnosci , i , otrzymujemy
2F 27 F -1 2] 2%
2 = |82—1(@)| = |82(2 )| < |al (®)| - |al(2€)| T 9v-1-
Po zlogarytmowaniu obu stron odczytujemy nieréwnosé V — E + F < 2,
ktora konczy dowdd lematu, przez to réwniez uzasadnienie twierdzenia,
w konsekwencji niestety niniejszy artykul. A wszystko zaczelo sie tak niewinnie,
od sumy katéw w trojkacie. ..

Od obserwacji Eddingtona do obrazu czarnej dziury

*Black Hole Initiative,
Harvard University

Maciek WIELGUS

W kwietniu 2019 roku mieliSmy okazje zobaczyé¢ pierwszy obraz supermasywnej
czarnej dziury w centrum galaktyki M87, zarejestrowany przez Teleskop
Horyzontu Zdarzeni (Event Horizon Telescope, EHT). Obraz przedstawia niezbyt
ostry jasny pierécien, czasem okre$lany jako cieri czarnej dziury. Szybko zrobit
popkulturowa kariere, zostajac bohaterem licznych meméw, ale czy aby wszyscy
publikujacy jego internetowe przerébki wiedza, co tak naprawde przedstawia?
Zeby to wyjasnié, musimy najpierw cofnaé sie w czasie o 100 lat, do poczatkéw
teorii wzglednosci i teorii grawitacyjnego ugiecia promieni swiatla.
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