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Skladanie inwersji z symetrig
Michat KIEZA

Inwersja jest bardzo pozytecznym przeksztalceniem, ktére ma szerokie
zastosowanie w zadaniach zwiazanych z okregami. W wielu z nich oplaca sie
stosowadé ja w taki sposéb, aby nie mnozy¢ punktéow — innymi stowy tak dobraé
promien inwersji, aby obrazy interesujacych nas punktéw wypadaly w innych
punktach rozwazanej konfiguracji. Zdarza sie jednak, ze do uzyskania tego
efektu potrzebujemy dodatkowo ztozy¢ inwersje z symetria.

Rozwazmy mianowicie tréjkat ABC wpisany w okrag o. Jesli zastosujemy
inwersje o srodku w punkcie C' (i przez A’ i B’ oznaczymy obrazy, odpowiednio,
punktéw A i B), to otrzymamy tréjkat A’B’C, ktéry bedzie podobny do
trojkata BAC. Jesli promien inwersji bedzie réwny v CA - CB, to tréjkat A’B'C
bedzie przystajacy do tréjkata ABC (rys. 1). Znacznie lepszym podejsciem

jest rozwazenie zlozenia inwersji o $rodku C' i promieniu vVCA - CB z symetria
wzgledem dwusiecznej kata AC B. Przeksztalcenie to, podobnie jak inwersja, jest
inwolucja, czyli zlozone same z soba daje identycznosé. W takim razie zamienia
ono kazdy obiekt z jego obrazem. W szczegdlnoéci przeksztalcenie to zamienia
punkty A i B, pélproste CA™ i CB™ oraz wymienia prosta AB z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC. Ponadto posiada ono wszystkie wlasnosci inwersji —
np. zachowuje katy. Przekonajmy sie o jego przydatnosci na kilku przykladach.

Zadanie 1. Dany jest trojkgt ABC wpisany w okrgg o. Okrgg w jest styczny
do odcinkéw AC i BC oraz do okregu o w punkcie D. Okrgg w' za$ jest
dopisany do tréjkgta ABC' i styczny do boku AB w punkcie E. Wykazaé, Ze
XACE = £BCD.

Rozwigzanie. Rozwazmy przeksztalcenie bedace zlozeniem inwersji o srodku C
i promieniu vVCA - CB z symetria wzgledem dwusiecznej kata ACB (rys. 2).
Przeksztalcenie to zamienia pélproste CA™ i CB™ oraz prostg AB

z okregiem o. W takim razie okrag w przejdzie na okrag styczny do prostej AB
i pStprostych CA™ i CB™, czyli na okrag w’. Stad wniosek, ze obrazem
punktu D jest punkt E. Polprosta C D™ przejdzie wiec na pélprosta CE~,

a skoro inwersja zachowuje katy, to xBCD = xACE.

Zadanie 2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjket ABC, zas o jest
okregiem opisanym na tym tréjkgcie. Okrgg w styczny do odcinkéw AC, BC' jest
styczny do okregu o w punkcie P, a S jest Srodkiem tego tuku AB okregu o, na
ktorym lezy punkt C'. Wykazaé, zZe punkty P, I, S sq wspdtliniowe.

Rozwigzanie. Jesli AC' = BC, to punkty C' i S pokrywaja sie i punkty P, I, S
leza na dwusiecznej CI. Dalej zakladamy, ze AC # BC. Wéwczas punkty

C i S sa rozne, za$ proste C'S i AB nie sa réwnolegle. Rozwazmy zlozenie
inwersji o érodku C' i promieniu vVCA - CB z symetrig wzgledem dwusiecznej
kata ACB (rys. 3). Przeksztalcenie to zamienia polproste CA™ i CB™ oraz
prosta AB z okregiem o. Tak jak w poprzednim zadaniu uzasadniamy, ze
obrazem okregu w jest okrag dopisany do tréjkata ABC styczny do boku AB
w punkcie P’, ktory jest obrazem punktu P w tym przeksztalceniu. Poniewaz
CS jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C tréjkata ABC, to
proste C'S i CT sa prostopadle. W takim razie obrazem punktu S jest punkt S’
przeciecia prostej C'S' (ktéra jest swoim wlasnym obrazem) z prosta AB (ktéra
jest obrazem okregu o). Niech I’ bedzie obrazem punktu I. Wtedy z definicji
inwersji mamy

CI-CI'=CA-CB,
czyli
c1_cs
CA CI"
Z powyzszego i z réwnosci XACT = xI'CB (bo inwersja zachowuje
katy) otrzymujemy, ze tréjkaty ACT i I'C' B sa podobne. W takim razie
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Rozwigzanie zadania M 1635.
OdpowiedZ: 2n — 1.

Podzielmy dany kwadrat n X n na

n? kwadratéw jednostkowych, zwanych
dalej polami, i wyrdéznijmy pola
znajdujace sie na przecieciach wierszy

i kolumn o parzystych numerach. Takich

pol jest ( ";' )2.

Zauwazmy, ze kazdy parzysty prostokat
o wymiarach 2a x 2b, a wigc o polu 4ab,
zawiera dokladnie ab wyréznionych pél.
‘Wobec tego taczne pole czesci podziatu

bedacych parzystymi prostokatami jest

2 .
réwne co najwyzej 4 (%) =(n—1)2
Laczne pole kwadratéw jednostkowych
jest zatem réwne co najmniej

n? — (n —1)? = 2n — 1, skad wniosek, ze

jest co najmniej tyle takich kwadratéw.

Wystarczy zauwazy¢, ze podziat,

w ktérym otrzymujemy 2n — 1 kwadratéw
jednostkowych, jest mozliwy — wystarczy

wycia¢ kwadrat o boku n — 1, a pozosta

ta

czes¢ podzieli¢ na kwadraty jednostkowe.

Rys. 4

XAIC = xI'BC. Poniewaz xAIC = 90° + 13 ABC, to mamy

1
90° + iéiABC = ¥ABC + ¥ ABI,
skad 1
¥ABI' =90° — Q{ABC’.
Zatem BI' jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku B
tréjkata ABC, wiec I’ jest srodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC.
W takim razie <S’P'I' = 90°, co wraz z réwnoscia ¥5'CI’ = 90° (bo CS L CI)
oznacza, ze punkty P’, I’) S’ i C leza na jednym okregu. To za$ jest rGwnowazne
z tym, ze punkty P, I, S sg wspdlliniowe.

Rys. 3

Zadanie 3. Okrgg o srodku I jest wpisany w tréjkegt ABC. Okrgg w styczny
do okregu opisanego na trojkgceie ABC jest styczny do odcinkéw AC i BC
odpowiednio w punktach D i E. Wykazaé, ze punkt I lezy na odcinku DE.

Rozwigzanie. Niech BC = a, AC' = b, p to polowa obwodu tréjkata ABC,

7 to miara kata ACB, za$ r to promien okregu wpisanego w trojkat ABC.

Inwersja o srodku C' i promieniu vVCA - C'B zlozona z symetria wzgledem

dwusiecznej kata AC' B przeprowadza okrag w na okrag dopisany do

tréjkata ABC styczny do boku AB w punkcie F', a punkty D i F odpowiednio

na punkty D' € CB i E' € AC (rys. 4). Poniewaz AE’ = AF i BD' = BF, to
CD' 4+ CE' = AC + AF + BF + BC = 2p,

co wraz z réwnoécia CD' = CE’ prowadzi do wniosku, ze CD’ = p. Z drugiej
strony z definicji inwersji mamy
CD-CD' = AC - BC,

e cp = _2%aBc 2

P psiny  sin~y
Przyjmijmy teraz, ze prosta przechodzaca przez I i prostopadla do prostej CT
przecina boki AC' i BC odpowiednio w punktach D; i E; (rys. 5). Skoro
D11 = E4q1, to odleglo$é punktu D; od prostej BC' jest rowna 2r, skad wniosek,
ze CDy = an’" = CD, czyli D; = D. Analogicznie uzasadnimy, ze E; = E, wiec

punkt I lezy na odcinku DFE.

Oprécez sktadania inwersji z symetria osiowa mozemy takze zlozy¢ inwersje
z symetria $rodkowa (o srodku w $rodku inwersji). Zobaczmy to na ponizszym
przykladzie.

Zadanie 4. Tréjkqt roznoboczny ABC' jest wpisany w okrgg o. Punkty D, E, F
sq Srodkami tukow BC, CA, AB niezawierajgcych pozostalych wierzchotkow
trojkgta. Punkty D', E', F' sq symetryczne do punktéw D, E, F odpowiednio
wzgledem bokéw BC, CA, AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F oraz ortocentrum
trojkgta ABC' lezg na jednym okregu.

Rozwigzanie. Niech Ay, By i C7 beda spodkami wysokosci trojkata ABC

poprowadzonymi odpowiednio z wierzcholtkéw A, B, C'. Poniewaz na

czworokatach ABA,B; i BC'B;C7 mozna opisa¢ okregi, to
AH-A\H=BH -BH=CH-CH =1°.
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Rozwigzanie zadania F 998.
Predkosé graniczna v osiggana jest, gdy
sita oporu zréwnuje si¢ z ciezarem ciata:

mg = ksz,
gdzie m jest masa ciata,
a g przyspieszeniem ziemskim. Dla kuli
o promieniu R masa m jest
proporcjonalna do iloczynu pR3, a pole
przekroju poprzecznego do R2. Dla kul
z tego samego materialu otrzymujemy

wiec:
V1 ma 1/6
o [ =2 ,
Vo mo

a dla kul o tych samych rozmiarach
(promieniach):

v1
oo = VpP1p2-

2
a) Kula cigzsza (o wigkszym promieniu)
osiagnie predko$é v/2 = 1,41 razy wigksza
niz kulka lzejsza; b) Kula z materiatu
o wigkszej gestosci (cigzsza) osiggnie
predkosé 2v/2 ~ 2,82 razy wiekszg niz
kulka lzejsza.

Rozwazmy inwersje o $rodku H i promieniu 7 zlozong
z symetria $rodkowa wzgledem punktu H (rys. 6). Obrazami
punktéw A, B, C sa zatem punkty A;, B;, C1. Poniewaz

¥AF'B = xAFB = 180° — xACB = xAHB,

to punkty A, F’, H, B leza na jednym okregu, ktory

w rozwazanym przeksztatceniu przechodzi na prosta A; B .
Obrazem punktu F”’ jest punkt F; przeciecia prostych F'H

i A1 B;. Analogicznie stwierdzamy, ze w tym przeksztalceniu
punkt D’ przechodzi na punkt D; przeciecia prostych D'H

i B1C1, a punkt E’ przechodzi na punkt E; przecigcia prostych
E'HiCA;.

Wystarczy udowodnié¢, ze punkty D1, Ey, Fi leza na jednej
prostej. Stosujac twierdzenie Menelausa dla trojkata A1 B1C1,
widzimy, ze wystarczy wykazaé, ze
(%) ARy BiD, CiE 1

B\Fy CiDy A By
Wykorzystujac wzér na odleglo$é obrazéw inwersyjnych,

otrzymujemy
, r? y r2
A1F1:AF m oraz B1F1:BF m
Uwzgledniajac réwno$é AF' = BF’, widzimy, ze
A Fy  HB
B,F, HA’
Analogicznie uzasadniamy, ze
BiDy HC CiEy  HA
C\D,  HB AE,  HC'

Mnozac te trzy réwnoéci stronami, dostajemy (x), co koriczy rozwiazanie.
Na koniec artykulu zostawiamy kilka zadan dla Czytelnikéw.

Zadanie 5. Okrqgg w wpisany w tréjket ABC' jest styczny do boku AB
w punkcie D. Okrqgg w' jest styczny do pélprostych CA™ i CB™ oraz jest
styczny zewnetrznie w punkcie E do okregu opisanego na tréjkgcie ABC.

Wykazaé, ze xACE = xBCD.

Zadanie 6. Trapez ABCD o podstawach AB ¢ CD jest wpisany w okrgg o1 .
Okrgg oo jest styczny do odcinkow BC' i CA oraz jest styczny wewnetrznie do
okregu o1 w punkcie F'. Okrgg wpisany w tréjkgt ABC' jest styczny do odcinka
AB w punkcie E. Dowie$é, ze punkty D, E, F lezqg na jednej prostej.

Zadanie 7. Dany jest trojkqt ostrokgtny ABC, w ktérym AB > AC. Punkty
By i Cy sq odpowiednio $rodkami bokow CA i CB, a punkt D jest spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka A. Okrgg przechodzqcy przez punkty By
i Cy jest styczny do okregu opisanego na tréjkgcie ABC w punkcie E réznym
od A. Udowodnié, ze $rodek ciezkosci tréjkgta ABC' lezy na prostej DE.

Zadanie 8. Okrqg o1 jest styczny do bokéw AC i BC tréjkgta ABC oraz
do okregu opisanego na tym tréjkgcie w punkcie P. Okrqg oo jest styczny do
pdiprostych CA™ i CB™ oraz jest styczny zewnetrznie do okregu opisanego na

trojkgcie ABC w punkcie Q. Wykazad, ze
AC?
BC) -

AP - AQ
BP-BQ

Zadanie 9. Trdjkgt ABC jest wpisany w okrgg w. Prosta £ jest réwnolegla

do prostej BC' i przecina odcinki AB i AC odpowiednio w punktach D i F,

a okrag w w punktach K i L (gdzie D lezy miedzy punktami K i E). Okrag o1

jest styczny do odcinkow DK © BD oraz do okregu o; okrgg os jest styczny do

odcinkow EL i CE oraz do okregu o. Wyznaczyé miejsce geometryczne punktow

przeciecia wspolnych stycznych wewnetrznych okregow o1 © 02, przy zmieniajgcym

sie poloZeniu prostej £.
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