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Dyskretny Darboux Michat KIEZA

Kazda funkcja ciagla okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych ma wtasnosé Darboux,
tzn. jesli dla pewnych z i y mamy f(z) =a i f(y) = b, to w przedziale (x,y)

sa przyjmowane wszystkie wartoéci miedzy a i b. Jest to bardzo skuteczne narzedzie
do rozwiazywania wielu zadan z analizy matematycznej. Okazuje sie, ze podobny
motyw mozemy zaobserwowaé takze w zadaniach dotyczacych liczb catkowitych.
Rozwazmy bowiem taka funkcje f:Z — Z, ze |f(z+1) — f(z)| < 1 dla kazdego x € Z.
Ma ona wlasno$é analogiczna do wczesniej opisanej wlasnosci Darboux, tzn. jesli

dla pewnych z i y mamy f(z) =ai f(y) = b, to na zbiorze {z + 1,2+ 2,...,y — 1}
sa przyjmowane wszystkie calkowite wartosci miedzy a i b. Sprébujmy zobaczy¢ na
przykladach, jak potezna moze byé powyzsza obserwacja.

Zadanie 1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Kazdy element zbioru
{1,2,3,...,6n} pomalowano na bialo albo na czarno, przy czym dokladnie

4dn elementow jest biatych. Wykazaé, ze w tym zbiorze istnieje 3n kolejnych liczb
catkowitych, wsrod ktorych dokladnie 2n liczb jest bialych.

Rozwigzanie. Niech f(k) dla 1 < k < 3n + 1 bedzie liczba elementéw zbioru
{k,k+1,...,k+ 3n— 1} pomalowanych na bialo. Zauwazmy, ze f(1) + f(3n + 1)
jest liczba elementéw zbioru {1,2,3,...,6n} pomalowanych na bialo, czyli

F)+ f(3n+1) =4n. Jesli f(1) = 2n, to teza zadania zachodzi. W przeciwnym
razie f(1) < 2n albo f(1) > 2n. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze spelniony jest
pierwszy przypadek (drugi jest analogiczny). Wtedy f(3n 4 1) > 2n. Jest jasne, ze
|f(k+1)— f(k)|] <1, zatem istnieje taka liczba 1 < k < 3n + 1, dla ktérej mamy
f(k) = 2n, co jest réwnowazne 7z teza zadania.

Zadanie 2. Udowodnic, ze istnieje 2020 kolejnych dodatnich liczb calkowitych, wsrod
ktorych jest dokladnie 13 liczb pierwszych.

Rozwigzanie. Niech f(k) dla k > 1 bedzie liczba liczb pierwszych w zbiorze
{k,k+1,...,k+2019}. Wérdd pierwszych 2020 liczb catkowitych dodatnich

jest wiecej niz 13 liczb pierwszych, zatem f(1) > 13. Zauwazmy takze, ze wéréd
liczb 2021! 4 2,2021! + 3,...,2021! 4+ 2021 wystepuja same liczby zlozone, zatem
(20211 + 2) = 0. Oczywiscie mamy |f(k + 1) — f(k)| < 1, skad wniosek, ze istnieje
taka liczba 1 < k < 2021! + 2, dla ktérej mamy f(k) = 13. To koniczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 3. Nauczyciel napisal na tablicy tréjmian kwadratowy x? + 3z + 15.
Nastepnie wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich
zmniejszal albo zwiekszatl o jeden wspolczynnik przy x albo wyraz wolny trojmianu.
Na koniec okazalo sie, ze na tablicy widnieje tréjmian x? + 13z + 5. Udowodnié, Ze
w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian o pierwiastkach calkowitych.

Rozwigzanie. Niech f(k) bedzie warto$cia danego tréjmianu w punkcie x = —1

po zmianie wspélezynnikéw przez k-tego ucznia i niech f(0) bedzie wartoscia

w —1 tréjmianu napisanego przez nauczyciela. Zauwazmy, ze f(0) = 12,

a f(n) = —7 (gdzie n to numer ostatniego ucznia). Ponadto zachodzi nieréwnosé
|f(k+1) — f(k)| < 1. Rzeczywidcie — jest to jasne, gdy zmieniamy wyraz wolny,
za$ zmieniajac o +1 warto$¢ wspolczynnika przy z, dodajemy lub odejmujemy 1
do wartosci wielomianu w —1. W takim razie istnieje takie 1 < k < n, ze f(k) = 0.
Zatem w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian =2 4+ ax + b, ktérego
jednym z pierwiastkéw bylo —1; ze wzoréw Viete’a wnosimy, ze drugim jego
pierwiastkiem byta liczba catkowita b.

Metoda rozwiazania kolejnego zadania bedzie nieznacznie réznita sie od poprzednich,
gdyz tym razem nasza funkcja bedzie skakata o 2, ale tylko po liczbach parzystych.

Zadanie 4. Dany jest wielokqt wypukly o parzystej liczbie bokéw. Kazdy bok
wielokgta ma dlugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokow kazdej z tych dlugosci jest
parzysta. Dowiesé, Ze istniejq dwa wierzcholki wielokqta, ktore dzielg jego obwdd na
dwie czesci jednakowej dlugosci.

Rozwigzanie. Niech liczba bokéw wielokata bedzie réwna 2n, a jego wierzchotkami
beda kolejno Ay, As, As, ..., As,. Dla i =1,2,...,2n niech
fi) = AiAipn + A1 Aipo + Ao Az + .o+ A1 Aipn—

—AitnAitnt1 — Aignp1Aignye — AignyoAignys — .. — Aipon_14;,



gdzie Agion = A dla k=1,2,...,2n — 1. Innymi stowy, f(i) jest réznica dtugosci
czesci, na ktore dziela obwéd wielokata punkty A; oraz A;y,,. Poniewaz
J@) =2 (AAir + A1 Ajpo + Ao A+ .+ A1 Ajn) — ¢
(gdzie ¢ jest obwodem danego wielokata), to f(i) jest liczba parzysta. Ponadto mamy
|fi+1) = f@)] =12 AignAipnir —2- AiAip1] = 2 [AipnAipn — AiAdip] < 2.
Zachodzi takze réwnosé f(i) = —f(i + n). Stad wynika, ze ciag liczb
F(1), @), f(n) oraz f(n+1) = — (1)

sklada sie z liczb parzystych, a jego kolejne wyrazy réznia sie nie wiecej niz o 2.
Zatem istnieje takie 4, ze f(i) = 0, czyli punkty A; oraz A;, dzielag obwdd danego
wielokata na dwie czesci o jednakowej dtugosci.

Na koniec proponujemy Czytelnikom dwa zadania do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 5. Niech n, p, q bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Cigg liczb
calkowitych (xg,x1,...,2T,) spelnia warunki:

To=Tp oOraz Tit1 — 2 € {p,—q}

dlai=0,1,...,n— 1. Udowodnié, zZe jezeli n > p+ q, to istniejq takie k, £, ze k # /
i {k, 0} # {0,n} oraz ), = x,.

Zadanie 6. Dany jest wielokgt wypukly o parzystej liczbie bokow. Kazdy bok
wielokgta ma diugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokow kazdej z tych diugosci jest
parzysta. Dowiesé, Ze istniejq dwa wierzcholki wielokqta, ktore dzielg jego obwdd
na dwie cze$ci, z ktorych kazda zawiera takqg samg liczbe odcinkow diugosci 2 i takq
samq liczbe odcinkow dlugosci 3.

m Zadania

Przygotowal Lukasz RAJKOWSKI
M 1636. Udowodnié, ze nie istnieja takie nieparzyste liczby x,vy, 2, ze
(z+y)°+(y+2)° = (2 +2)°

Rozwiazanie na str. 2

M 1637. W miedzyszkolnym turnieju gry w warcaby kazda para uczestnikow

z réznych szkél rozegrala jedna partie; jesli uczestnicy pochodzili z tej samej szkoty,
nie grali ze soba. Singlem nazwiemy kazdy mecz rozegrany przez uczestnikéw tej
samej plci, a miksem — przez uczestnikéw plci przeciwnej. Na koniec turnieju okazato
sie, ze liczba dziewczynek bioracych udzial w turnieju rézni sie o co najwyzej 1

od liczby chtopcow. Podobnie, liczba rozegranych singli réznita sie o co najwyzej 1
od liczby mikséw. Udowodnié, ze liczba szkoél, z ktorych startowaly rézne liczby
chlopcédw i dziewczat, nie przekracza 3.

Rozwiazanie na str. 19

M 1638. Wielomian P(z) = 2" + a,_12" ! + ... 4+ a12 + ag ma n pierwiastkéw
rzeczywistych (liczac z krotno$ciami). Wiedzac, ze ap—1 = —n i ap—2 = 3n(n — 1),
wyznaczy¢ a; dla 0 < i< n— 3.

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 999. Jednorodnemu walcowi o masie m i promieniu r nadano predko$é

katowa wy wokot osi symetrii obrotowej i potozono na poziomej podtodze.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g, a wspoélczynnik tarcia kinetycznego miedzy
podloga i powierzchnig walca wynosi p. Po jakim czasie 7 walec przestanie si¢ slizgac
i zacznie sie toczy¢ ze stalag predkoscia katowa? Jaka prace W wykona sila tarcia?
Wskazéwka: moment bezwladnosci I jednorodnego walca, o promieniu r i masie m,
wokét jego osi symetrii wynosi: I = mr?/2.

Rozwiazanie na str. 14

F 1000. Przecietne oko ludzkie rejestruje swiatto o dtugosciach fali A mieszczacych
sie w zakresie 380 nm < A < 740 nm. Ile linii widma wodoru czlowiek moze
zaobserwowaé bezposrednio? Stata Plancka wynosi h = 4,136 - 10715 eV s, predkosé
$wiatla ¢ = 3-10% m/s, a stala Rydberga R = 13,606 eV.

Rozwiazanie na str. 15
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