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Czworoscian foremny i dwudziestos$cian
foremny to przyklady wieloscianéw
symplicjalnych

Szkielet 16-komorki, czyli 4-wymiarowego
odpowiednika oémioscianu foremnego
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Aby udowodnié¢ wielowymiarowy wzér
Eulera, mozemy postepowaé nastepujaco.
Jesli usuniemy jednag

z (d—1)-wymiarowych $cian, suma po
lewej stronie zmaleje o (—1)471. Jesli
bedziemy teraz w odpowiedniej kolejnosci
usuwaé kolejne d — 1-wymiarowe $ciany
(za kazdym razem usuwajac nizej
wymiarowe §ciany, ktore nie sa juz
zawarte w zadnej (d—1)-wymiarowej
$cianie), to za kazdym razem suma po
lewej stronie wzoru Eulera pozostanie
niezmieniona. Na koncu zas, gdy
usuniemy ostatniag $ciang, suma zmaleje
doktadnie o 1.

Wierzcholtki, krawedzie, Sciany i dalej. ..
Kamil RYCHLEWICZ*

Zajmijmy sie nastepujacym prostym problemem. Niech P bedzie wielo$cianem
wypuklym o trojkatnych Scianach. Oznaczmy przez V, E, F odpowiednio liczbe
jego wierzchotkéw, krawedzi i Scian. Jakie tréjki (V, E, F)) liczb naturalnych
mozemy w ten sposéb uzyskac¢? Bez trudu mozemy wypisa¢ dwie réwnosci:

V-E+F=2  3F=2E.

Pierwsza z nich to stynny wzoér Eulera, druga za$ bierze sie z wyliczenia na
dwa sposoby liczby par (Krawedz, Sciana), gdzie Krawedz nalezy do Sciany.
Stad szybko dostajemy, ze (V,E, F) = (V,3V — 6,2V — 4). Ponadto V > 4

(w przeciwnym razie ,wieloScian” bylby figura plaska). Okazuje sig, ze te dwa
ograniczenia sa juz wystarczajace, aby wektor (V, E, F') pochodzil od pewnego
wieloScianu z tréjkatnymi Scianami. Wnikliwego Czytelnika zachecamy do
skonstruowania odpowiednich przykladéw.

To oczywiscie nie koniec zabawy. Zal6zmy, ze zamiast wieloScianu rozpatrujemy
jego wyzej wymiarowy odpowiednik (wielotop) P, ktérego $ciany sa sympleksami
(czyli wyzej wymiarowymi odpowiednikami tréjkatéw, takimi jak tréjwymiarowy
czworodcian) — innymi stowy, wielotop P jest symplicjalny. Dla k =0,1,2,...,d —1
oznaczmy przez fi liczbe k-wymiarowych $cian wielotopu P — a wiec fj to
liczba wierzchotkéw, fi to liczba krawedzi i tak dalej. Otrzymujemy wtedy
frwektor wielotopu P, czyli f = (fo, f1,---, fa—1). ChcielibySmy dowiedzie¢ sie,
ktére wektory (o wspélrzednych naturalnych) mozemy uzyskaé jako f-wektory
wielotopow symplicjalnych.

Powyzej uzyskane dla d = 3 warunki mozemy bez trudu uogélnié. Dla
przyktadu, jesli wielotop jest czterowymiarowy, wzor Eulera przyjmuje
postaé fo — f1 + fo — f3 = 0. Z kolei zamiast powyzszej rownosci 3F = 2F,
w analogiczny sposob dostajemy rownosé 4f3; = 2f5, a wiec fo = 2f3. Stad

f = (fO,f172fl 72f07f1 7f0)

Ponadto, podobnie jak poprzednio, mamy ograniczenie fo > 5. Ale skoro

fs = f1— fo =0, to réwniez f; > fo. Okazuje sie jednak, ze zachodzi duzo
silniejsza nieréwnosé, mianowicie f1 > 4fy — 10. Te warunki wystarczaja juz,
aby dany wektor liczb naturalnych byl f-wektorem pewnego czterowymiarowego
wielotopu symplicjalnego.

Widaé jednak, ze wraz ze wzrostem liczby wymiaréw konieczne warunki staja
sie coraz bardziej skomplikowane. Czy mozemy liczy¢ na jakis opis mozliwych
f-wektoréw w ogdlnym przypadku?

Spoéjrzmy, jak wczesniejsze warunki uogélniajg sie na dowolna liczbe wymiarow.
Wzér Eulera w wyzszych wymiarach méowi, ze

fo—fitfo— A+ (=D oo =14 (1)
Mamy réwniez analogiczne zaleznosci dfy—1 = 2f4_o oraz fo > d + 1. Ponadto,
jesli d > 3, to w kazdym d-wymiarowym wielotopie zachodzi nieréwnos¢
f1 = dfo— d(dTH) (dla d = 3 zachodzi nawet réwnosé, co pokazaliémy w drugim
akapicie). Ta nietrywialna nier6wno$é, znana wezesniej jako hipoteza o dolnym
ograniczeniu, zostala udowodniona w 1970 roku przez Davida Barnette. Ale
okazuje sig, ze w ogélnosci warunkéw (zaréwno nieréwnosci, jak i réwnosci) jest
wiecej.

Dla dowolnego d-wymiarowego wielotopu zdefiniujmy h-wektor jako
(ho, h1, ..., ha), gdzie

d—1 d—1 - d
hi = fi—1— < d_J; 1>fi—2+( d—j’2)fi_3_”'+(_1)Z(d—i>f_1'

Przyjmujemy tutaj konwencje, zgodnie z ktérag f_; = 1. Dla przyktadu, jesli
mamy do czynienia z oSmio$cianem foremnym, to (f_1, fo, f1, f2) = (1,6,12,8)
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Rozwigzanie zadania M 1637.

Niech g; i b; beda odpowiednio liczbami
dziewczynek i chtopcoéw startujacych

z i-tej szkoly. Niech ponadto s bedzie
liczba singli, a m liczbg mikséw. Wowczas

s = E (gig; + biby),

i<j

m = E (gibj + big;),

i<j

skad

s—m= (gi=b)lg; —b) = _did,

i<j i<j

gdzie d; = g; — b;. Z zalozen zadania

’ E d,,’<loraz E did;

i<j
a zatem

2
E df:<§ di> 722 did; < 3.

i i<j

=ls—m| <1,

Oznacza to, ze co najwyzej trzy sposrod
liczb d; sa rézne od 0, co konczy
rozwigzanie.

i dostajemy
ho=f-1=1 ho=fi—2fo+3f-1=3
hi=fo=3f-1=3 Ila=fa-fitfo—f1=1,
a wiec h-wektor to (1,3,3,1).

Okazuje sie, ze dla dowolnego symplicjalnego wielotopu tak otrzymany h-wektor
zawsze jest symetryczny! Innymi stowy, h; = hy—; dla ¢ =0,1,2,...,d (np. réwnosé
ho = hg to po prostu wzér Eulera). Réwnosci te nazywane sa réwnaniami
Dehna—Sommerville’a i zostaly udowodnione juz w latach dwudziestych

XX wieku. Ponadto mozna udowodnié, ze pierwsza potowa h-wektora tworzy
ciag niemalejacy (a druga, na mocy symetrii, tworzy ciag nierosnacy). To
twierdzenie jest uogdlnieniem hipotezy o dolnym ograniczeniu, ktéra w tym
jezyku méwi po prostu, ze hy > hy.

Przedstawione wlasnosci to ciagle za malo — istniejg spelniajace je ciagi,
ktore nie sa f-wektorami zadnego wielotopu. Do sformulowania ostatecznej
charakteryzacji przyda si¢ nam nastepujacy lemat:

Lemat. Niech k > 1. Dla dowolnego m > 1 istniejg liczby ng > ng—q > ... >

>n; =1 > 1 takie, Ze
L Nk—1 ng
m‘(k)*(k—1)+ +(l>’

ponadto sg one wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi Dociekliwemu jako éwiczenie. Polecamy
zastosowanie indukcji wzgledem k — podstawa indukcji jest trywialna, a w kroku
indukcyjnym przyda sig¢ znana rownosé

()= () Qo) e (07)

Zdefiniujmy teraz go = hg oraz g; = h; — h;_1 dla 1 <i < L%J (zauwazmy, ze
gi = 0, skoro pierwsza polowa h-wektora tworzy ciag niemalejacy). Ustalmy

ie{1,2,..., L%J — 1} i zgodnie z lematem zapiszmy

o= (") (1) e (V).

gdzie n; > n;—1 > -+ >n; = j > 1. Oznaczmy

. n; +1 ni_1+1 n; +1
977 =, +( N :
1+1 1 j+1

Rozwazania z zakresu geometrii algebraicznej prowadza do wniosku, ze
gi+1 < g7, co moze sie wydawaé na pierwszy rzut oka szokujace.

Zaleznosé te udowodnit Richard Stanley w 1980 roku, a szkic jego rozumowania
mozna znalezé jako zalacznik do elektronicznej wersji tego artykutu
(deltami.edu.pl). Wczeéniej w tym samym roku Louis Billera i Carl Lee
udowodnili, ze tak uzyskane warunki sa wystarczajace, tzn. ze kazdy spelniajacy
je ciag jest f-wektorem pewnego wielotopu. W ten sposéb dochodzimy do
nastepujacego twierdzenia, dajacego ostateczna odpowiedz na postawiony przez
nas problem.

Twierdzenie. Wektor (fo, f1,..., fa—1) liczb naturalnych jest f~wektorem pewnego
wielotopu symplicjalnego wtedy i tylko wtedy, gdy uzyskany z niego h-wektor
jest symetryczny, a g-wektor ma wspolrzedne nieujemne i spelnia nieréwnosci

git1 < g7 dlai=1,2,...,[%] - 1.

Jedli bedziemy rozwazaé wszystkie wielotopy (bez ograniczania sie do wielotopow
symplicjalnych), to g-wektor nadal bedzie mial wspélrzedne nieujemne.

Jednak wciaz pozostaje problem otwarty: czy musi on spelnia¢ powyzsze
nieréwnosci? W ogélnym przypadku definicje h-wektora i g-wektora (zwanych
woéwcezas h-wektorem torycznym i g-wektorem torycznym) musza jednak zostaé
zmodyfikowane i sa bardziej skomplikowane (w przypadku symplicjalnym
pokrywaja sie z definicjami podanymi powyzej).
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