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Wyobrazmy sobie, ze rysujemy krawedzie
wielo$cianu na przezroczystej sferze,
nastepnie przykladamy oko do tej sfery.
To, co widzimy, nazywa si¢ rzutem
stereograficznym.

Eryk KOPCZYNSKI*

Od czaséw starozytnych Grekéow wiadomo, ze jest pie¢ bryl foremnych:
czworoscian, szesScian, oSmioscian, dwunastoscian i dwudziestoscian. W kazdym
wierzchotku moze si¢ spotkaé 3, 4 lub 5 tréjkatéw, 3 czworokaty lub 3 pieciokaty.
Duzo p6zniej skompletowano wielosciany pétforemne, jednak i tu w zadnym

z nich nie pojawia sie siedmiokat. Sprobujmy da¢ mu szanse. . .

Spoéjrzmy na klasyczna pitke nozna. Jest ona wielo$cianem, ktorego $cianami
jest 12 czarnych pieciokatéow i 20 biatych szesciokatéw. W kazdym wierzchotku
stykaja sie¢ dwa biale szedciokaty i jeden czarny pigciokat. Na rysunku obok
pitka nozna przedstawiona jest w rzucie stereograficznym. Co by bylo, gdyby$my
zastapili pieciokat inng figura?

W tej pilce pieciokat mozna zastapi¢ kwadratem lub trojkatem. Chcac stworzyc
taki wieloscian z papieru, mozna wycia¢ wszystkie potrzebne biale i czarne
Sciany, a nastepnie odpowiednio je polaczy¢. Ta metoda wymaga jednak duzo
wycinania i klejenia, czego mozemy sobie oszczedzi¢, tworzac siatke docelowego
wieloscianu (czyli niektére ze Scian od razu beda polaczone). Taki wieloscian
mozna przedstawi¢ jak na rysunku obok, pamietajac o tym, ze jedna ze $cian
(ta, przez ktora patrzymy do wewnatrz sfery) nie jest na nim przedstawiona.
Gdy bedziemy tworzy¢ siatke zgodnie z zasadami, ze dwie biate i jedna czarna
figura maja spotkaé si¢ w kazdym wierzchotku, to otrzymamy wlasnie te bryte,
o ktérg nam chodzito.

Gdy bedziemy chcieli w pilce noznej zamieni¢ pieciokaty na szeSciokaty, to latwo
sie zorientujemy, ze nie istnieje wieloécian, ktérego Scianami sa same szeéciokaty.
Oczywiscie mozna wykonaé¢ konstrukcje z papieru, otrzymamy wtedy co$ takiego
jak obok.

Po6jdZzmy dalej i zamienmy czarne figury na siedmiokaty.

Przed rozpoczeciem sklejania warto rozrysowaé na kartce strukture czegos
takiego. Wynik przedstawiony jest na rysunku obok. Podobnie jak w przypadku
czarnych szesciokatéw, nasza konstrukcja nie bedzie si¢ skladala w wielo$cian.
Nie bedzie sie takze sktadala w ptaszczyzne. Da sie ja jednak wykonaé,

jesli ograniczymy sie na przykltad do 50 figur w odlegtosci co najwyzej 3

od $rodkowego siedmiokata. Konstrukcja siatki jest troche trudniejsza niz

w przypadku wieloScianéw. Jeden czarny szesciokat i 2 biale idealnie mieécity
sie wokél wierzchotka, natomiast 1 czarny pieciokat i 2 biate szeSciokaty nie
tylko sie miescily, ale takze zostawialy troche miejsca (ktére nalezalo wyciaé

i sklei¢). Tutaj czarny siedmiokat i 2 biale szesciokaty juz sie nie mieszcza. Nie
jest to jednak duzym problemem, blok techniczny jest na tyle gietki, by lekko
wyginajac papier dalo sie takg konstrukcje wykonaé, i jednoczesnie na tyle
sztywny, by zachowywala ona swoj ksztatt. Taka
atrakcyjna konstrukcje niestety dosy¢ trudno
przedstawi¢ na dwuwymiarowych zdjeciach czy filmach
— lepiej pobawié sie samemu. Pora wyjasnié, co to
wlasciwie jest.

Kiedy w ,pilce” czarne byly szedciokaty, to otrzymalidmy
plaszczyzne. Dwudziestoécian przyciety (z czarnymi
pieciokatami) przypomina kule — co widaé na
przyktadzie pitki noznej. Wersje z kwadratami

i trojkatami réwniez przypominaja kule, ale juz nie

tak dobrze. Nasza siedmiokatna konstrukcja rowniez
przybliza pewna powierzchnie.

Przykladowa gotowa siatka konstrukcji z siedmiokatami:
www.mimuw . edu.pl/~erykk/paper/. Polecamy wydrukowac¢ na czterech
kartkach A4. Do szybkiego i mocnego ,sklejania” mozna uzy¢
ZSZYWacZza.


http://www.mimuw.edu.pl/~erykk/paper/

Piaty postulat Euklidesa: Jezeli prosta
przecina dwie proste, tworzgc dwa kqty
wewnetrzne po tej samej stronie,

o sumie mniejszej niz dwa kaqty proste,
to te dwie proste przecinajq sie po tej
stronie, po ktorej znajdujq sie owe kqgty
wewnetrzne.

Nasze rysunki przedstawiaja plaszczyzne
hiperboliczng w modelu Poincaré, ktéry
jest odpowiednikiem rzutu
stereograficznego sfery. W tym modelu
cala ptaszczyzna hiperboliczna miesci sig
w dysku, proste przedstawione sa jako
tuki okregéw lub odcinki przecinajace
brzeg dysku pod katem prostym.

Zachecam do wirtualnego spaceru
po plaszczyznie hiperbolicznej,
ktérego mozna doswiadczyé

w grze HyperRogue — gra toczy
sie na opisanej powyzej siatce

z szesciokatow i siedmiokatow.
Gra ma takze opcje tworzenia
gotowej do wyciecia siatki
opisanego w artykule modelu

(na podstawie sceny z gry) oraz
mozliwo$¢ tworzenia
tréojwymiarowego komputerowego
modelu tej powierzchni.

Gra HyperRogue:
www.roguetemple.com/z/hyper/online.php
Zwiastun gry:

Wwww . youtube . com/watch?v=xAFrKKApHTY

Gléwnymi twércami gry HyperRogue sa
autor tego artykutu oraz Dorota
Celifiska-Kopczynska (autorka tekstu,
ktéry znajduje sie na kolejnej stronie).

Jakie wlasnosci ma ta powierzchnia? By to zbadaé¢, sprobujmy rysowaé na

niej linie proste — jako ze mamy tylko przyblizenie, nie mozemy prostych
rysowaé gdziekolwiek. Jesli zaczniemy w Srodku siedmiokata i narysujemy linie
prosta w kierunku wierzchotka lub $rodka krawedzi, to jest dosy¢ jasne, jak
bedziemy musieli ja kontynuowaé¢. Dla latwiejszego zrozumienia, na rysunku
obok rysujemy odcinki, uzywajac naszej dwuwymiarowej reprezentacji. Z trzech
odcinkéw taczacych srodki trzech najblizej lezacych siedmiokatéw mozemy
stworzy¢ tréjkat i obliczyé¢ sume jego katéw: 3 - 360°/7 < 180°. Mozemy tez
narysowaé prosta, nazwijmy ja L, i jaki$ punkt poza nia. Okaze sie, ze przez
ten punkt mozna poprowadzié¢ rézne proste nieprzecinajace L — mozna to zrobié
na kilka znaczaco réznych sposobéw. Z tego wynika, ze ta powierzchnia rézni
sie od plaszczyzny, gdzie suma katéw w trdojkacie wynosi 180° i przez punkt
poza prosta L mozna przeprowadzi¢ tylko jedna prosta do niej réwnolegta. Ta
powierzchnia rézni sie takze znaczaco od sfery, gdzie suma katéw w tréjkacie
jest zawsze wieksza niz 180° i proste réwnolegle nie istnieja — réwnolezniki nie sg
prostymi.

Geometria przyblizana przez konstrukcje z siedmiokatami jest nazywana
geometrig hiperboliczng, a jej odkrycie jest jednym z najciekawszych, najbardziej
zaskakujacych fragmentéw historii matematyki. Spelnia ona wszystkie postulaty
geometrii Euklidesa oprécz pigtego. Euklides, podobnie jak wielu innych
matematykow przez 2000 lat, wierzyl, ze piaty postulat da sie wyprowadzic¢

z pozostalych. Nasza konstrukcja jest dowodem, ze nie da sie tego zrobic.

Wyobrazmy sobie, ze spacerujemy po takiej konstrukeji i w kazdym kroku
mozemy przej$é na nowe pole, o ile ma ono wspélna krawedz z tym, na ktérym
obecnie sie znajdujemy. Mozna obliczy¢, ze liczba figur w odleglosci co najwyzej
d krokéw od wybranego siedmiokata zalezy wyktadniczo od d. Jako ze wartosci
funkcji postaci a? sa zawsze od pewnego momentu wicksze niz d® (czy dowolny
inny wielomian zmiennej d), nie jest mozliwe wlozenie calej plaszczyzny
hiperbolicznej w przestrzeni euklidesows — po prostu a? figur nie mieéci sie w kuli
0 promieniu d w przestrzeni tréjwymiarowej, przynajmniej jesli robimy model

z papieru (Hilbert wykazal, ze nie mozna tego zrobié¢ réwniez z abstrakcyjna
plaszczyzna hiperboliczna).



http://www.roguetemple.com/z/hyper/online.php
http://www.youtube.com/watch?v=xAFrKKApHTY
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