Rozwigzanie zadania M 1642.
OdpowiedZ: Nie.

Przypusémy, ze si¢ udalo, i rozwazmy
sytuacje po rozegraniu pierwszej rundy.
Nie jest mozliwe, ze obydwie osoby, ktére
zagraly na ustalonym korcie, na nim
zostang, bo wtedy w drugiej rundzie
musialyby zagraé ze soba jeszcze raz. Nie
jest réwniez mozliwe, ze obydwaj
zawodnicy zmienig kort, bo wéwczas

w drugiej rundzie znéw zagraliby

przeciwko sobie (tyle ze na innym korcie).

Wobec tego na kazdym korcie po
pierwszej rundzie jeden gracz zostaje

(i zmienia poléwke), a jeden zmienia kort.

Stad wniosek, ze po drugiej rundzie
istnieje zawodnik A, ktéry dotad gral
tylko na pierwszym korcie, i zawodnik B,
ktéry dotad grat tylko na drugim korcie.
Ci zawodnicy nie grali jeszcze ze sobg,
wigc powinni zagraé¢ w trzeciej rundzie —
ale nie maja gdzie (gdyby zagrali na
pierwszym korcie, A powtorzylby
potéwke, a gdyby na drugim

B powtérzylby poléwke). Uzyskana
sprzeczno$é oznacza, ze nie jest mozliwy
taki uktad rozgrywek.

Rozwigzanie zadania M 1643.
Odpowiedz: Tak.

Ponizsze obrazki ilustruja przyktadowy
uktad rozgrywek spelniajacych warunki
zadania. Punkty oznaczajg zawodnikow,
strzatki — mecze (kierunek strzatki
odréznia na kazdym korcie poléwke
,wskazujaca” od ,wskazywanej”), a liczby
przy strzalkach to numery rund (od 1

do 5), w ktérych rozgrywane sa
odpowiednie mecze.
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Podréze w R? Wojciech CZERWINSKI

Rozwazmy nastepujacy problem. Mamy danych wiele d-wymiarowych wektoréw:
Uy, ..., u, € R takich ze sumuja si¢ one do wektora zerowego, czyli S = 0.
Podkreslmy, ze liczba wektoréw n moze by¢ duzo wieksza niz d. Zalézmy
dodatkowo, ze dlugoéci wszystkich wektoréow wu; sa nie wieksze niz 1. Dla danego
ciagu wektoréw ui, ..., u, rozwazmy podréz tym ciagiem w przestrzeni R%,

w ktoérej startujemy z zera 0, a potem kolejno przesuwamy sie o uj, 0 ug, O

ug itd., a na konicu o u,. Oczywiscie na koniec calej podrézy wrocimy do zera,
ale w miedzyczasie mozemy od tego zera odsunaé sie¢ bardzo daleko. Pytanie
brzmi, czy dla dowolnych wektoréw ui, ..., u, istnieje takie ich poprzestawianie,
inaczej permutacja uj, ..., ul,, zeby podréz tym ciggiem wektoréw nigdy

nie oddalala sie znaczaco od zera. Méwiac bardziej precyzyjnie, czy dla
dowolnego wymiaru d istnieje taka stala Cy, ze dla dowglnego ciaggu wektoréw

uy,...,u, € R? nie dtuzszych niz 1 i sumujacych sie do 0 istnieje ich permutacja
ul,...,ul, taka, ze dla dowolnego k € {1,...,n} zachodzi | Zle u}| < Cyq. Nim

przejdziemy do rozwiazania, zachecam Ambitnego Czytelnika do samodzielnej
préby odpowiedzenia na to pytanie albo przynajmniej postawienia hipotezy
i obstawienia ewentualnej wartosci Cy.

Dla wymiaru d = 1 stosunkowo latwo jest wykazaé, ze Cq = 1 wystarczy.
Konstruujemy ciag wektoréw u; tak, zeby wartosé bezwzgledna Zle u} nigdy
nie przekroczyta 1. Postepujemy w nastepujacy sposéb. Zaczynamy od ciagu
pustego. Powiedzmy, ze skonstruowali$my juz ciag v}, ..., u}), ktéry spelnia nasze
warunki dla poczatkowych wyrazéow. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze Zle ul = 0.
Skoro suma wszystkich wektoréw u; wynosi 0, a suma wektoréw juz wybranych
do ciggu jest nieujemna, to suma wektoréw niewybranych jest niedodatnia.

A wige istnieje tam jaki$ wektor niedodatni, tego wlasnie wybieramy jako uj_ ;.
Postepujac w ten sposéb do konca, otrzymamy ciag o wymaganych wlasnosciach.
Latwo tez zauwazy¢, ze Cy jest wybrana optymalnie, ciag uy = 1, ug = —1 nie da
sie utozy¢ lepie;j.

Dla wyzszych wymiaréw sprawa nie jest tak oczywista i mimo bardzo prostego
sformulowania ma za soba dhuga historie badan. Juz w roku 1914 niemiecki
matematyk Ernst Steinitz (znany m.in. z twierdzenia o dopelnianiu zbioru
liniowo niezaleznych wektoréw do bazy) udowodnil, ze dla dowolnego d € N
stala Cy = 2d spelia zadane warunki. Dlatego wspomniany fakt zwany

jest lematem Steinitza. Sytuacja staje sie jednak ciekawsza, gdy rozwazymy
inne, nieco dziwniejsze sposoby mierzenia wielkosci wektora. Takie funkcje,
przyporzadkowujace wektorowi z R? liczbe mierzaca w pewien rozsadny sposéb
jego wielkos¢, zwane sa normami. Popularne przyklady norm to: dlugosé
wektora (zwana norma euklidesowa), suma wartosci bezwzglednych jego
wspolrzednych czy tez maksymalna warto$¢ bezwzgledna jego wspotrzednych
(zwana norma maksimum), ale istnieja tez inne, bardziej wymys$lne normy.

W ogélnoéci norma to funkcja przyporzadkowujaca wektorowi v € R? wartoéé
|lu]] € R, spelniajaca trzy proste warunki: 1) |lul| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
u to wektor zerowy, 2) norma skaluje sie liniowo, czyli |jau| = |a| - ||u]| dla
dowolnego a € R oraz u € R?,

3) |lu+ || < |lul| + ||v|| dla dowolnych u,v € RZ.

Z faktu, ze dla normy euklidesowej Cy = 2d wystarcza, wynika tatwo, ze

dla dowolnej normy taka stala Cj; istnieje, nie wynika jednak w zaden

sposéb, jak duza jest ta stala. W roku 1931 Borgstrom wykazal, ze dla
dowolnej normy optymalna stata Cy jest nie wieksza niz /(4% — 1)/3. Az

do roku 1978 najlepsza znana stala Cy wciaz byla wyktadnicza wzgledem d.
Dopiero wtedy, w 1978 roku, Sergey Sevastianov opublikowal w rosyjskim
czasopismie w Nowosybirsku dowdd uzasadniajacy, ze dla dowolnej normy

Cy4 = d wystarczy. Praca miala dwie strony, przy czym dowdd gléwnego wyniku
zajmowal w zasadzie jedna strone, co jest oczywiScie nadzwyczajne w wypadku
rozwiazania znanego problemu tak dlugo otwartego. Przetlumaczona na
angielski wersje mozna znalezé¢, wpisujac w wyszukiwarce Google fraze ,,Value of
the Steinitz constant”. Mniej wiecej rok lub dwa lata temu artykul ten wpadl mi
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Rozwigzanie zadania M 1644.
Umies$émy schodkowy tréjkat w uktadzie
wspoélrzednych w taki sposéb, aby srodki
jego pél byly w punktach (z + %, Y+ %)
dla wszystkich par liczb catkowitych
nieujemnych x, y takich, ze
r+y<n—1.

Zauwazmy, ze przedluzenia bokéw
dowolnego prostokata ztozonego z calych
pol schodkowego trojkata przecinaja
prosta y = n + 2 — x w czterech réznych
punktach sposréd n + 3 nastgpujacych:

0,mn+2), (1,n+1), (2,n),

., (n+2,0).

Odwrotnie, kazde cztery rézne punkty
sposérod powyzszych wyznaczaja
dokladnie jeden prostokat — dwa nizsze
punkty sa zawarte w przedtuzeniach
poziomych bokéw prostokata, a dwa
wyzsze — w przedluzeniach bokéw
pionowych.

Y

1 JI
0 -
01 n e
Zbudowana wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢é miedzy szukanymi
prostokatami a czwérkami sposréd n + 3
ustalonych punktéw $wiadczy o tym, ze
odpowiedz na postawione w zadaniu

pytanie to
n+3
4 .

w rece, poniewaz wynik jest zwigzany z moimi zainteresowaniami naukowymi.
Uwazam, ze dowdd jest wyjatkowy. P4l Erdds, jeden z najwybitniejszych
matematykow XX wieku czesto odwolywal sie do Ksiegi, w ktérej Bog trzyma
wszystkie najelegantsze dowody twierdzen matematycznych. Zainspirowani
tym powiedzeniem dwaj matematycy, Eigner i Ziegler, wydali znakomita
ksiazke ,Dowody z Ksiegi”, ktéra szczerze polecam kazdemu Czytelnikowi.
Dowéd, o ktérym moéwie, by¢é moze réwniez méglby trafi¢ do takiej Ksiegi.
Mimo zZe ja i moi koledzy rozumiemy kazdy krok tego dowodu z osobna, to
nie wiemy, skad bierze sie taki sposéb rozumowania, niespotykany nigdzie
indziej w naszej dziedzinie. Wydaje sie, ze za tym rozumowaniem stoi pewna
intuicja geometryczna, ale nie wiemy, jaka to jest intuicja. Wierze, ze doglebne
zrozumienie idei ukrytych w tym dowodzie moze przyczynié sie do kolejnych
ciekawych wynikow. Kto wie, moze ktos z Czytelnikéw pomoze?

Przedstawiam dowdd z oryginalnej pracy Sevastianova nieco przeze mnie
zmodyfikowany. Ponizej ustalamy dowolnie wybrana norme wektora u € R%,
ktéra oznaczamy ||u||. Przypomnijmy, ze naszym celem jest udowodnienie
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jesli uy,...,u, € R, dla kaidego i € {1,...,n} zachodzi
lluil| <1 oraz >, u; =0, to istnieje permutacia uy,...,u, ciggu uy,...,u,

= n

taka, ze dla kazdego k € {1,...,n} mamy || Zle || < d.

Zalézmy, ze d < n, inaczej wniosek jest trywialny. Udowodnimy nastepujacy
lemat.

Lemat 1. Istniejg zbiory Aq C Agr1 C ... C A, ={1,...,n} oraz wagi \}, € [0,1]
dla k€ {d,...,n}, i € {1,...,n} takie, ze dla dowolnego k mamy |Ax| =k,
ZieAk >\’]L€ = d oraz ZZEAk A}Cul = ZzeAk Ui

Zobaczmy najpierw, jak z lematu wynika twierdzenie 1. Dla dowolnego
d<i<n-—1zbiér Aj1 \ A; ma doktadnie jeden element, nazywamy go u; ;.
Pozostalych d elementéw ciagu uy, ..., u, dowolnie przypisujemy na uj,...,u}.
Dla k < d nier6wno$¢ z twierdzenia jest oczywista, zatézmy k > d. Mamy

k
ISt = {2 sl = || 32 Al < D2 Mhwall < D2 N =,
i=1 1E€EA €A 1€EA

i€ Ay
gdzie druga i ostatnia réwnosé¢ wynikaja wprost z lematu. Wystarczy wiec
udowodni¢ lemat.

Pokazemy istnienie zbioréw A; oraz wag )\}'C spetniajacych warunki lematu

przez indukcje po k. Zacznijmy od bazy indukcji dla k = n. Wéowczas ustalamy
A, ={1,...,n} oraz \}, = % dla kazdego i € {1,...,n}, ktére, jak latwo sprawdzié,
spelniaja warunki. Aby wykonaé¢ krok indukecyjny z k + 1 do k, zalézmy, ze mamy
zdefiniowany zbiér Ay, oraz wagi A% 41, & cheemy zdefiniowa¢ zbiér Ay, oraz
wagi AL. Niech Agi1 = {v1,..., 641} C {u1,...,un}.

Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan i nieréwnosci z k + 1 zmiennymi
Uiy k1 € R0 < py < 1 dla dowolnego 1, Zfill w; =d+ 1 oraz
Zfill iU = Zf:ll v;. Zbiér rozwigzan S tego uktadu jest niepusty, gdyz,
jak nietrudno sprawdzi¢, rozwiazaniem jest i = N,y + (1 = M) - 751=a-
W ogélnosci dla kazdego uktadu m, réwnan i m,, nieréwnosci liniowych
w R? zbiér rozwiazan jest wieloécianem, o ile jest ograniczony. Co wiecej,
okazuje sig, ze w kazdym wierzchotku tego wieloScianu dokladnie d — m,.
nieréwnoéci staje sie¢ rownosciami. Nietrudno w to uwierzy¢, bo skoro mamy
do czynienia z wierzchotkiem, to liczba rownosci powinna by¢ rowna wymiarowi
przestrzeni, a m, réwnosci mamy juz gotowe z réwnan. Zachecamy Czytelnikéw
do precyzyjnego wykazania tego faktu. Wybierzmy wiec dowolny wierzchotek
wieloScianu S zawierajacego rozwiazania naszego ukladu réwnan. W ukladzie

. ! s kL R NE . L . -
mamy d + 1 réwnoéci (réwnos¢ Y ;7 piv; = >, v; jest w istocie réwnoscia na
kazdej z d wspblrzednych) oraz 2(k + 1) nieréwnosci. A zatem w wierzchotku S
spelnionych jest k — d dodatkowych réwnoéci sposréd nieréwnosei 0 < p; < 1.
Chcemy wykazaé, ze istnieje j takie, ze ; = 1. Jedyny przypadek, w ktérym nie
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Rozwigzanie zadania F 1004.
Proces zamarzania jest powolny, a wiec
mozemy przyjac, ze géorna powierzchnia
lodu ma temperature powietrza —10°C,
natomiast dolna, stykajaca si¢ z woda ma
temperature 0°C, réwng temperaturze
zamarzajacej wody. Cieplo przeplywa od
cieplejszej wody pod powierzchnig lodu
do zimniejszego powietrza nad jego
powierzchnig i podczas catego procesu
réznica temperatur AT = —10 K
pozostaje stala, ale rosnie grubosé¢ lodu.
Powstanie warstwy lodu o grubosci dz
i polu powierzchni S wymaga odebrania
ciepta d@Q = LpS - dx. Szybkoéé
przeplywu ciepla jest proporcjonalna do
powierzchni, réznicy temperatur AT
i odwrotnie proporcjonalna do grubosci
lodu x (tzn. jest proporcjonalna do
szybkosci zmian temperatury z gruboscia)
i wynosi:

QR _ ,¢8T,

dt x
Otrzymujemy wigc:

d
LpSz s — _kSAT.
di

Oznacza to stalg szybko$¢ zmiany
kwadratu grubosci warstwy

d [ dx
— =) =z—.
dt \ 2 dt

Ostatecznie otrzymujemy dla poczatkowej
grubodci £, = 5 cm i koncowej

xrr = 10 cm:

= t
Lp

1(2 /2)771€AT

— (rf - rf)) Lp
2kAT

Po podstawieniu danych liczbowych
t~5,22-10* s ~ 14,5 godziny.

t =

jest to natychmiastowe, to gdy kazda ze wspomnianych k& — d réwnosci jest postaci
w; = 0. Wiemy jednak, ze wéwczas suma pozostaltych (k+1) — (k—d)=d+1
zmiennych p; jest réwna d + 1, wiec kazda z nich musi by¢ rowna jeden. A wiec
tak czy inaczej istnieje j takie, ze pu; = 1. Definiujemy wiec Ay = Ajy1 \ v, oraz

}; = p;. Nietrudno sprawdzié, ze istotnie wszystkie warunki sa spelnione, co
koniczy dowdd lematu.

Czy oprocz tadnego dowodu i ciekawej historii oszacowanie na stalg w lemacie
Steinitza przydaje sie do czegos? Tak, zdecydowanie, przyktadem moze by¢ ta
praca https://arxiv.org/abs/1707.00481| opublikowana na konferencji SODA
w 2018 roku, jednej z najlepszych $wiatowych konferencji informatycznych.
Gwoli écistoéci nalezy przyznaé, ze uzyta jest tam konkretna norma: norma
maksimum oznaczana ||ul|«, praypomnijmy, ze przypisuje ona wektorowi

u € R? maksimum z wartoéci bezwzglednych jego wspéirzednych. A wiec do
tego konkretnego zastosowania wystarczyltby juz oryginalny wynik Steinitza

7 1914 roku. Faktycznie, z tego, ze dla u € R? zachodzi ||ule < |u| < vd||ullso
(Ju| oznacza dlugosé euklidesowa wektora ), oraz tego, ze Cyq = 2d wystarcza dla
normy euklidesowej, wynika, ze Cyq = 2dv/d wystarcza dla normy maksimum.
Ja przedstawie pokrétce inne zastosowanie, ktére wydaje mi si¢ réwniez
interesujace, a moze by¢ tez bardzo uzyteczne.

Tunelem pomiedzy punktem z € R? a y € R? o promieniu s € R nazwijmy
zbior, ktéry zawiera odcinek pomiedzy x a y oraz punkty, ktére sa oddalone
od tego odcinka o co najwyzej s, gdzie odleglo$¢ mierzymy norma maksimum.
Precyzyjnie rzecz biorac, taki tunel to zbiér

T={2eR: Jpcaci|lz—a-z—(1—0a) ylloo < s}
Po pierwsze zauwazmy, ze z twierdzenia 1 prosto wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1. Jesli uy,...,u, € R? oraz dla kaidego i € {1,...,n} zachodzi
luilloo < N, to istnieje permutacja uf, ..., ul, ciggu ui,...,u, taka, Ze podréz

z punktu x € R do punktu y =z + Y i, u; ciggiem u, ..., u), odbywa sie
wewngtrz tunelu pomiedzy x a y o promieniu 2dN .

Zachg¢camy Czytelnika do samodzielnego wykazania wniosku, dowdd jest
nietrudny. JesteSmy juz gotowi do sformutowania twierdzenia.

Twierdzenie 2. Rozwazmy uklad n rownan liniowych Mx = vy, gdzie M jest
macierzq o wspélczynnikach catkowitych n x d, a y wektorem z Z*. Niech N
bedzie maksimum z wartosci bezwzglednych liczb wystepujgcych w macierzy M

i wektorze y. Wowczas jesli istnieje pewne rozwigzanie tego ukladu w liczbach
naturalnych, to istnieje réwniez rozwigzanie v € N" takie, ze ||z||co < (5dN + 1)<,

Zauwazmy, ze ograniczenie na norme rozwiazania nie zalezy od liczby réownan n,
a jedynie od liczby zmiennych d i wielkoéci liczb N, i to jest wlasnie glowna sila
twierdzenia 2. Aby udowodnié¢ twierdzenie 2, oznaczmy kolumny macierzy M
jako wektory uq,...,uq oraz x = (x1,...,24). Woéwczas réwnanie Mz =y
przyjmuje postac Zle u;x; = y. Rozwazmy pewne rozwiazanie tego uktadu,
ktore istnieje zgodnie z zalozeniem twierdzenia 2. Zawiera ono x; wektoréw u,
xo wektorow us itd., az w koncu x,, wektoréw u,. Zgodnie z wnioskiem istnieje
taka permutacja z},...,z" tych m =z, + ... + x, wektoréw, ze cala podrdz

z punktu 0 do punktu y ciagiem 4, ...,z odbywa sie¢ wewnatrz tunelu z 0 do
y o promieniu 2dN. Taki tunel zawiera si¢ caly w d-wymiarowej kostce o boku
4dN + N < 5dN, na potrzeby dowodu twierdzenia 2 wystarczy nam takie zgrubne
oszacowanie. Zauwazmy, ze jesli w trakcie naszej podrézy odwiedzimy dwa razy
ten sam punkt, to mozemy te podréz skrocié, pomijajac petle wychodzaca

i wracajaca do tego samego punktu, nie zmieni to oczywiscie celu podrozy.
Postepujac w ten sposéb, mozemy skrécié podrdz ciagiem zf, ...,z do takiej
podrézy, ktora kazdy punkt w kostce o boku 5dN odwiedza co najwyzej

jeden raz. Punktow o wspolczynnikach calkowitych w kostce jest nie wiecej

niz (5dN + 1)%, a wiec nasza podréz bedzie miala co najwyzej tyle krokéw.
Nietrudno zauwazy¢, ze dowolna taka podr6z natychmiast daje rozwiazanie
réwnania Z?:l uiz; =y, gdzie Y1 x; < (5dN + 1)%, co koticzy dow6d
twierdzenia 2.

10


https://arxiv.org/abs/1707.00481

	Podróze w Rd

