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Zadanie Pdlya znalazlo sie we
wspanialym zbiorze zadan George Pélya
i Gabora Szegb Problems and Theorems
in Analysis (vol. 2, chap. 5, Problem 239,
Springer-Verlag, New York, 1976).
Istnieje przeklad rosyjski tej ksiazki,
niestety nie ma przektadu polskiego.

W 1918 roku George Polya opublikowal artykul Zahlentheoretisches und
wahrscheinlichkeits-theoretisches tiber die Sichtweite im Walde, w ktérym
rozwazal nastepujacy problem (w literaturze anglojezycznej nosi on nazwe
Orchard Visibility Problem):

Sad ma ksztalt kota o promieniu s € NT i érodku w poczatku uktadu
wspélrzednych. W kazdym punkcie kratowym tego sadu, oprécz punktu (0,0),
posadzono drzewo. Zakladamy, ze kazde drzewo ma pien, ktorego przekroj

jest kolem o promieniu r. Jakie jest najmniejsze r, dla ktérego kazdy promien
wychodzacy z punktu (0,0) napotyka na swojej drodze jakies drzewo? Innymi
stowy, dla jakich r, stojac w punkcie (0,0), nie zobaczymy w tym sadzie zadnych
przeswitow?

Eksperymenty

W sformutowaniu zadania z cytowanej ksigzki Pélya i Szeg6 znajduje sie
oszacowanie dla poszukiwanego najmniejszego 7, my jednak rozpoczniemy

od eksperymentalnej analizy zagadnienia. Eksperymenty przeprowadzono za
pomoca programu GeoGebra, korzystajac z dwoch suwakéw (dla s oraz dla r).
Zamieszczone ponizej zrzuty ekrandéw dotycza przypadkéw, gdy s = 4 oraz s = 6.
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W obu przypadkach minimalny promien r, dla ktorego jakas potprosta
wychodzaca z punktu (0,0) napotka drzewo, jest w przyblizeniu réwny % Kolejne
spostrzezenie wynika z symetrii. Ot6z drzewa w kole polozone sa symetrycznie
wzgledem obu osi ukladu, wiec wystarczy rozpatrzy¢ I éwiartke kota (sadu)

i ograniczy¢ sie do drzew o $rodkach w punktach (z,y), przy czym x > y.

Minimalny promien drzew dla sadu bez przeswitow — latwiejsza czesé

Udowodnimy, ze jesli r < ﬁ, to sad ma przeswit. Spdjrzmy na fragment sadu

przedstawiony na marginesie (rozumowanie jest ogdlne, ilustrujemy je dla s = 6).

Odleglo$é punktéw E = (1,0) i F = (s — 1,1) od pélprostej OA, gdzie A = (s, 1),
wynosi \/siﬁ’ stad drzewa w punkcie E oraz w punkcie F' o promieniu r < o

nie dotykaja pélprostej OA. Zatem jesli sad nie ma przeswitéw, to r > ﬁ

Uzasadnienie, ze promien ﬁ faktycznie jest najmniejszym mozliwym, jest juz

bardziej zlozone.
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Opisana procedura bardzo przypomina
algorytm generowania ulamkéw Farey’a

ustalonego rze¢du.
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Minimalny promien drzew — trudniejsza czesé

Zauwazmy najpierw, ze kluczowe dla rozpatrywanego problemu sa drzewa
posadzone w punktach (a,b), gdzie a oraz b sa wzglednie pierwsze. Tak
rzeczywiscie jest, gdyz jesli NWD(a,b) = d > 1, to drzewo w punkcie (%, g)
zastania drzewo w punkcie (a,b). Przypomnijmy, ze przeswity sadu obserwujemy
z punktu (0,0). Rozpatrzmy wiec wszystkie punkty w sadzie o wspélrzednych
wzglednie pierwszych. Dla s = 5 w pierwszej ¢wiartce takich punktow jest
tacznie trzynascie. Wszystkie te punkty mozna znalezé, stosujac algorytm
Sterna—Brocota, ktory polega na prostej operacji sumowania punktéw. Opiszemy
go wlaénie dla s = 5.

Rozpoczynamy od pary punktéw (0,1) i (1,0) (etap I), a nastepnie na kazdym
kolejnym etapie pomiedzy dwa sasiednie punkty z poprzedniego etapu wstawiamy
punkt, ktérego wspdlrzedne to sumy odpowiednich wspoélrzednych punktow
sasiednich. Popatrzmy na punkty otrzymane w kolejnych etapach tej procedury:
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Zauwazmy, ze cztery punkty z etapu V nie naleza do rozpatrywanego sadu, na
rysunku obok zaznaczono je kolorem. 13 kluczowych dla naszego problemu
punktéw ma kolor czarny, pozostate punkty sg nieistotne. Otrzymane za
pomoca algorytmu Sterna—Brocota na kazdym etapie punkty maja wazne, tatwe
do udowodnienia wlasnosci:
(M) jesli punkty (a,b) oraz (c,d) sq sqsiednie, to bc — ad = 1;
(&) punkty (a,b) w odniesieniu do ilorazu a/b sqg uporzgdkowane rOSNGCo, co
oznacza takze, Ze kqt, jaki tworzy pdlprosta laczgca (0,0) i (a,b) z dodatnig
potosig OX, maleje.
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Rozpatrzmy pare sasiednich punktéw na jakims etapie procedury
Sterna—Brocota, ktére leza w kole o promieniu s (nazwijmy te punkty X, Y),
oraz takich, ze punkt X 4+ Y lezy poza tym koltem. Na rysunku takimi punktami
sa na przyklad E = (2,1), I = (3,1), punkt F + I = (5,2) = @ lezy na
zewnatrz kola. Czwoérka punktéw (O, X,Y, X +Y) tworzy réwnoleglobok bez
punktéow kratowych wewnatrz. Kluczowe dla dalszych rozumowan jest ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie. Niech (O, X,Y, X +Y) bedzie czwérkq punktéw opisang powyzej,
przy czym | X + Y|, czyli odleglosé punktu X +Y od punktu O, jest najmniejszq
mozliwg. Wowczas sad z drzewami o promieniu r nie ma przeSwitéw wtedy

i tylko wtedy, gdy r > |X+Y\

Dowdd. Spojrzmy na rysunek na marginesie. Jezeli pomiedzy drzewami
znajdujacymi sie w punktach X i Y jest przeswit, to pomiedzy nimi bedzie
widoczne drzewo w punkcie X + Y. Poniewaz X + Y znajduje si¢ poza sadem,
oznacza to, ze nie mozemy dopusci¢ do tego przeswitu. ZauwaZmy najpierw, ze
odlegtosé punktéw X, Y od prostej taczacej O z X +Y wynosi = +Y| Wynika to
7 tego, ze pole réwnolegloboku O, X,Y, X +Y jest réwne 1 (wlasno$é #). Ponadto
z wlasnosci & wynika, ze w wycinku SOT rozpatrywanego kola nie ma punktéw
kratowych. Zatem jesli r < ﬁ, to polprosta laczaca O z X + Y nie napotyka
w sadzie zadnego drzewa.

Zalézmy teraz, ze r > Pokazemy, ze w sadzie w pasie miedzy

X+Y
zaznaczonymi kolorem ‘prost|ymi nie ma zadnych punktéw kratowych
o wspdlrzednych wzglednie pierwszych. Niech X = (a,b) oraz X +Y = (¢,d). Obie
proste w kolorze sa réwnolegle do prostej laczacej O z X + Y, zatem réwnania
kolorowych prostych sa postaci:
d bc — ad d ad — be
ygérna:;'x'i' - , ydolnazg'x'i‘ .
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m Zadania

Stad jesli punkt kratowy (x,y) lezy w rozpatrywanym zbiorze, to otrzymujemy:

d d—b d bc — ad
E'x—i-a C<y<;~a:—|— cca7 ad —be < cy —dx < be — ad.

Zatem cy — dx = 0, czyli punkt (z,y) o wspdlrzednych wzglednie pierwszych
lezy na prostej taczacej O z X + Y, ale jedynym takim punktem z ,listy”
Brocota—Sterna jest punkt X + Y.

Z nieréwnosci r > Z X1V +Y| wynika, ze prosta taczaca O z X + Y nie moze ominaé
drzewa w punkcie X ani Y. Jesli wezmiemy inng czworke punktéw O, P, Q, P + @,
przy czym punkty P, @ leza w sadzie i kazdy z nich ma wspdtrzedne wzglednie

pierwsze oraz punkt P + @ lezy na zewnatrz sadu, to |P —|— Q| 2 |X +Y| oraz

1
Pyl S < hengl +Y| Jedli weZmiemy promien drzewa réwny Bengl +Y| to prosta laczaca
O z P + @ nie ominie punktu P ani Q. (]

Mozemy teraz postawié¢ kropke nad i — znalez¢é minimalny promien drzew dla
sadu bez przeswitéw. Z twierdzenia wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej s
ten minimalny promien oblicza si¢ ze wzoru

rmln—l/mln{\/a2+b2 a, beZ Vaz+b? > s},

Oczywicie s2 + 12 = 5% + 1 > 5%, wiec rmin =

82 +1°
Uwagi konicowe

W pracy The orchard visibility problem and some variants (Journal of Computer
and System Sciences, 74 (2008), 587-597) Clyde P. Kruskal rozpatrzyl problem
sadu bez przeswitéw w przypadku, gdy promien sadu nie jest liczba catkowita.
W pracy tej pojawiaja sie réwniez pytania dotyczace sadéw i drzew rosnacych
w punktach sieciowych dla regularnych sieci tréjkatnych i szeSciokatnych.

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1645. Udowodnié, ze dla kazdej hczby naturalnej n > 3 istnieja nieparzyste
liczby 2y, y, spelniajace réwnanie 722 + y2 = 2".
Rozwigzanie na str. 16

M 1646. Kwadrat podzielono liniami réwnolegtymi do jego bokéw na

5 prostokatow, jak na rysunku obok. Udowodnié, ze jesli zewnetrzne prostokaty
maja rowne pola, to wewnetrzny prostokat jest kwadratem.

Rozwiazanie na str. 1

M 1647. Niech P(x) bedzie wielomianem n-tego stopnia (n > 5)

o wspdétezynnikach catkowitych, majacym n réznych pierwiastkéw catkowitych.
Zalézmy, ze 0 jest jednym z jego pierwiastkoéw. Udowodnié, ze wielomian
P(P(z)) réwniez ma dokladnie n réznych pierwiastkéw catkowitych.
Rozwiazanie na str. 2

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1005. Jak szybko temperatura powietrza maleje z wysokoscig nad
powierzchnia Ziemi w pogodny, suchy i bezwietrzny dziei? Srednia masa molowa
powietrza pu = 28,96 g, przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?, stala gazowa

R = 8,314 J/(mol - K). W rozwazanych warunkach powietrze spelnia réwnanie
stanu gazu doskonalego.

Rozwiazanie na str. 10

F 1006. W ,oku cyklonu” ciénienie powietrza spada znacznie ponizej
normalnego ci$nienia atmosferycznego pg = 1013 hPa, ale panuje tam przewaznie
spokojna, bezwietrzna pogoda. Na zewnatrz tego obszaru, w promieniu do
kilkuset kilometréw, wieja bardzo gwaltowne wiatry. Oko cyklonu Wilma

w pazdzierniku 2005 roku mialo promien okoto 2 km, panowalo w nim cisnienie
882 hPa, a silne wiatry wystepowaly do 260 km od centrum. Oszacuj predkosé
wiatru wokét oka tego cyklonu. Przyjmij, ze gesto$é powietrza p = 1,2 kg/m3.
Rozwigzanie na str. 18
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