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Jego Wysokosci, czesé 1
Barttomiej BZDEGA

Czworke punktéw nazywamy ukladem ortocentrycznym, gdy kazde dwa z nich
wyznaczaja prosta prostopadla do prostej wyznaczonej przez pozostate dwa.

Powyzsza definicja jest konsekwencja pewnego rodzaju rownouprawnienia: jesli
punkt H jest ortocentrum nieprostokatnego tréjkata ABC, to kazdy z punktow
A, B, C, H jest ortocentrum trojkata wyznaczonego przez trzy pozostate. Gdy
zachodza dwie z prostopadlosci, o ktérych mowa w definicji, to trzecia réwniez —
wynika to z tego, ze kazdy tréjkat ma ortocentrum.

Uklady ortocentryczne pojawiaja sie zatem w naturalny sposéb w wielu
konfiguracjach geometrycznych. W zadaniu 1 poznajemy kilka wtasnosci
ukladow ortocentrycznych, a w zadaniach 2 i 3 uczymy sie je rozpoznawac.

Ze wzgledu na wspomniane wczesniej réwnouprawnienie, spodki wysokosci
tréjkata ABC mozemy nazwaé po prostu spodkamsi ukladu ortocentrycznego
A, B, C, H. Sa to spodki wysokosci kazdego z tréjkatéw: ABC, ABH, AHC,
HBC. Punkty A, B, C, H wyznaczaja sze$¢ odcinkéw, ktére bedziemy
nazywaé odcinkami uktadu ortocentrycznego. Kazdy z nich jest $rednica
okregu przechodzacego przez pewne dwa spodki, co wynika z odpowiednich
prostopadlosci. Korzystamy z tego w zadaniach 1(e) oraz 4-6.

Nalezy jeszcze wspomnieé o zdegenerowanym ukiadzie ortocentrycznym.

W przypadku trojkata ABC z katem prostym przy wierzchotku C mamy H = C.
Jest oczywiste, ze AH 1 BC i BH 1 AC, trudno natomiast méwié¢ o prostej CH.
Mozna jednak z cala pewnoscia stwierdzié, ze istnieje prosta prostopadla do AB,
na ktorej leza punkty C'i H.

Zadania

1. Udowodnié, ze jesli punkty P, @, R, S tworza uklad ortocentryczny, to:

(a) punkt symetryczny do S wzgledem prostej PQ lezy na okregu opisanym
na tréjkacie PQR;

okregi opisane na trojkatach PQR, PQS, PRS i QRS maja réwne

promienie;

punkt symetryczny do S wzgledem srodka odcinka PQ lezy na okregu

opisanym na tréjkacie PQR;

[PQ* + |RS|* = |PR* +|QS|* = |PS]” + |QR|*;

punkt S jest srodkiem okregu wpisanego lub dopisanego do tréjkata

utworzonego przez spodki uktadu.

2. Udowodnié, ze punkty A, B, C, H tworza uklad ortocentryczny, jesli:

(a) czworokaty AZHY, BXHZ i CY HX sa rombami (kolejnosé
wierzchotkéw niekoniecznie podana antyzegarowo);
(b) przez punkt H przechodza trzy okregi o jednakowych promieniach,

a punkty A, B i C sa réznymi od H punktami przecieé¢ tych okregow;

punkt H jest érodkiem okregu wpisanego w pewien tréjkat, a punkty

A, B i C — érodkami okregdéw dopisanych do niego.

3. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty D, E i F
sa symetryczne do punktu O wzgledem prostych odpowiednio BC, CA i AB.
Dowieéé¢, ze punkt O jest ortocentrum trojkata DEF.

4. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i ) sa ortocentrami
tréjkatéw odpowiednio ABC' i ABD. Udowodnié, ze |CD| = |PQ).

5. Skonstruowaé za pomoca cyrkla i liniatlu ortocentrum danego tréjkata
nieprostokatnego, wykonujac tylko sze$é ruchéw elementarnych (ruch
elementarny polega na wykresleniu odcinka lub tuku).

6. Odcinki AP i BQ sa wysoko$ciami tréjkata nieprostokatnego ABC'. Punkty
R i S sg rzutami prostokagtnymi punktéw odpowiednio A i B na prosta PQ.
Udowodnié, ze |PS| = |QR)|.
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