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Innym klasycznym modelem rozwazanym
w ramach teorii wyboru spolecznego jest
model oparty o rankingi. Wtedy
wymagamy, aby wyborcy uszeregowali
kandydatéw od najbardziej do najmniej
preferowanego. W takim modelu przyktad
preferencji wyborcéow moze wygladac
nastepujaco:
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Model, w ktérym wyborcy wskazuja
kandydatéw, ktérych akceptuja, jest
jednak szczegdlnie atrakcyjny. W takim
systemie glosowania wyborcom
stosunkowo latwo jest oddaé gtlos,
podczas gdy uszeregowanie, nawet tylko
kilkunastu kandydatéw, jest duzo
trudniejsze.

L Oczywiscie nie jest to jedyny
proporcjonalny komitet. Kazdy komitet,
ktéry bedzie skladat sig z dwoch
kandydatéw akceptowanych przez
pierwsza grupe¢ 400 wyborcéw, jednego
kandydata akceptowanego przez druga
grupe 200 wyborcéw i jednego kandydata
akceptowanego przez ostatnig grupe
wyborcéw, bedzie réwnie dobry. Na
potrzeby naszej analizy zalézmy, ze mamy
pewng regule rozstrzygania remiséw,
uzywana, gdy istnieje kilka optymalnych
komitetéw.

Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910),
profesor astronomii i dyrektor
obserwatorium astronomicznego na
Uniwersytecie w Kopenhadze. Jego
najbardziej znane prace dotycza
matematyki, w szczegdlnosci statystyki.

Koniec dziewigtnastego wieku byt
szczegdlnie korzystnym okresem dla
naukowcéw zajmujacych sie
projektowaniem systeméw wyborczych.
Na przyktad Szwecja wprowadzala w tym
czasie prawo wyborcze dla kobiet;

w zwigzku z tym partia konserwatywna
spodziewala si¢ utraty wigkszosci
parlamentarnej i sklonna bytla rozwazaé
zmiang dotychczasowej ordynacji
wyborczej. Inny, réwnie ciekawy, system
wyborczy zostal opracowany mniej wiecej
w tym samym czasie przez szwedzkiego
matematyka Larsa Edvarda Phragména
(1863-1937).

Proporcjonalnos¢ bez partii politycznych
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Rozwazmy nastepujacy scenariusz: n wyborcéw pragnie wybraé komitet, czyli
podzbiér kandydatéw o ustalonej liczebnosci. Oznaczmy zbiér wyborcéw jako
N ={1,2,...,n}, zbiér kandydatéw jako C = {ec1,...,cm} (W szczegdlnodei n i m
to, odpowiednio, liczba wyborcéw i liczba kandydatéw), a rozmiar komitetu,
ktoéry chcemy wylonié jako k (przy czym k < m). Na przyktad wyobraZzmy sobie,
ze wyborcy chca wybra¢ parlament o rozmiarze £ w matym kraju, w ktérym
nie zaistniala jeszcze koncepcja partii politycznych (w zwiazku z czym musza
glosowaé bezpodrednio na kandydatéw, a nie na partie polityczne), albo ze
pracownicy pewnej firmy lub organizacji chcg wybraé k osob, ktére beda ich
reprezentowaé w zwiazkach zawodowych. Zalézmy, ze kazdy z wyborcéw glosuje,
wskazujac podzbiér kandydatéw, ktorych uwaza za akceptowalnych: dla wyborcy
i € N taki podzbiér akceptowalnych kandydatéw bedziemy oznaczaé przez A(7).
Pokazemy, ze wskazanie ,sprawiedliwego” sposobu przeprowadzenia takich
wyboréw jest nieoczywiste.

Przyktad 1. Przyjmijmy, ze n =800, m =9, a glosy wyborcow sq nastepujgce:
400 wyborcow akceptuje: { ﬁv E»Q@, B \
200 wyborcéw akceeptuje: {ﬁ’ i’ 95}
200 wyborcow akceptuje: {17%}

Przypusémy, ze k = 4. Jaki komitet powinien zostaé wybrany w tym przypadku?
Komitet S = {67 %,i, if} wydaje sie byé rozsgdnym wyborem'. Taki komitet
jest proporcjonalny — dla kazdej z trzech grup wyborcow, liczba wybranych
kandydatow, ktorych ci wyborcy aprobuja, jest proporcjonalna do liczby wyborcow
w tej grupie.

Preferencje wyborcow w przykladzie [1] maja pewna specyficzna strukture: dla
kazdych dwéch wyborcéw ich zbiory akceptowalnych kandydatéw sa takie same
lub roztaczne. Pozwala to pogrupowaé¢ wyborcéw i kandydatow w taki sposéb,
ze wskazanie proporcjonalnego komitetu jest proste i intuicyjne. Co jednak, gdy
mamy do czynienia z bardziej ztozonymi i ,,chaotycznymi” preferencjami?

Przykltad 2. Rozwazmy nastepujgce preferencje wyborcow:
w3 @
Vs {ﬁ,%} Vg : {%}
v {§, 7.9} v { @ 9}

Przypusémy, zZe chcemy wybracé proporcjonalny komitet rozmiaru k = 4. W tym
wypadku odpowied? nie jest juz tak oczywista.

Wyzej opisany model byt badany — miedzy innymi — pod koniec dziewigtnastego
wieku przez dunskiego astronoma i matematyka Thorvalda Nicolai

Thielego. Thiele zaprojektowal regule obecnie nazywana PAV (Proportional
Approval Voting). Dla r € N, niech H(r) oznacza r-ta liczbe harmoniczna,

tzn. H(r) = >_._, 1/i. Regula PAV wybiera komitet S, ktéry maksymalizuje
wartos¢ pkt(S) = >,y H(|A(7) N S]). Innymi stowy, dla kazdego wyborcy

i € N i dla kazdego komitetu S C C (]S| = k) analizujemy, ilu kandydatéw

z komitetu S wyborca i akceptuje (JA(7) N S|); bierzemy liczbe harmoniczna

o tym indeksie z tej wartosci (H(|A(Z) N.S])) i traktujemy ja jako wynik punktowy,
ktéry wyborca ¢ przypisuje komitetowi S. Dla kazdego komitetu liczymy sume
punktéw przypisanych temu komitetowi przez wszystkich wyborcow i wybieramy
ten komitet S, ktérego wynik punktowy pkt(S) jest najwyzszy. Na pierwszy
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2W regule PAV maksymalizujemy wartosé
zadowolenia wyborcéw. Wyborca bedzie
bardziej zadowolony, jezeli wybory wygra
chociaz jeden z akceptowanych przez
niego kandydatéw, niz gdyby mial nie
wygraé zaden. Oczywiscie bedzie takze
bardziej zadowolony, jezeli wygra dwéch
kandydatéw, ktérych akceptuje, jeszcze
bardziej, jezeli wygra trzech takich
kandydatéw itd. Zadowolenie z kazdym
kolejnym akceptowanym kandydatem
bedzie rosto coraz wolniej. Jest wiele
funkcji, poza funkcja harmoniczng, ktére
spelniajg te wlasnoéé. Wykazemy jednak,
ze funkcja harmoniczna jest w pewien
sposéb ,specjalna” i uzycie akurat tej
funkcji powoduje, ze system wyborczy
jest proporcjonalny.

Aby reguta PAV mogta wytonié¢ zwycieski
komitet, trzeba obliczy¢é wynik punktowy
dla kazdego mozliwego komitetu. Takich

komitetéw jest (T,:‘) Powoduje to pewne
praktyczne ograniczenia: wydaje sig, ze
cigzko uzy¢ reguty PAV, zwlaszcza dla
duzych wartosci m i k. Wspélczesne prace
z dziedziny informatyki pokazuja, ze
potrafimy sobie dobrze radzi¢ z tym
problemem, stosujac nowoczesne

algorytmy heurystyczne i aproksymacyjne.

Ponadto istnieja alternatywne systemy
glosowania, ktére maja podobne
wlasnosci co reguta PAV, a ktérych
obliczanie jest duzo prostsze,

np. sekwencyjny wariant PAV lub
sekwencyjna reguta Phragména.

= /2“‘1\

rzut oka nie jest jasne, dlaczego uzylidémy liczb harmonicznych w definicji
reguty PAV2. Jak sie jednak okaze, w tym przypadku jest to jak najbardziej
uzasadnione.

W przykladzie [2| zastosowanie reguty PAV doprowadzi do wyboru komitetu

S = {E, @%, %,g} Wyborca vy akceptuje jednego czlonka tego komitetu, wiec
przypisze mu H(1) = 1 punkt; wyborca ve akceptuje trzech kandydatéw z S, wiec
przypisze temu komitetowi H(3) =1+ 1/2+41/3 = 11/6 punktéw. Sumarycznie
komitet ten otrzyma nastepujaca liczbe punktéw:

pkt({ﬁvgg@a g/%}) =1+11/6+3/2+3/2+1+1+1+3/2=231/3.

PAV wybierze ten wlasnie komitet, poniewaz wynik punktowy dla kazdego
innego 4-elementowego podzbioru kandydatéw bedzie mniejszy badz réwny 31/3.

Dlaczego regute wyborcza PAV mozemy uwazaé za proporcjonalna? Tu

z pomoca przychodzi nam podejscie aksjomatyczne: najpierw sprobujemy
formalnie zdefiniowaé¢ pewna matematyczng wlasnosé, ktéra bedzie méwita, czy
dana regula wyborcza jest proporcjonalna, czy tez nie; nastepnie sprawdzimy,
czy PAV rzeczywiscie spelnia te wlasnosé.

Definicja (silna proporcjonalnoéé). Powiemy, ze requla wyborcza R speilnia
silng proporcjonalnoéé, jesli dla kazdego profilu preferencji, dla kazdej liczby
¢ €N oraz dla kazdej grupy wyborcéw V C N takiej, ze |V| > £-n/k oraz
|Niev A()| = ¢, requla zwrdci komitet S taki, ze & - >,y [A(D) N S| = .

Zgodnie z powyzsza definicja grupa £ - n/k wyborcéw (czyli grupa, ktéra stanowi
L]k czesé wszystkich wyboreéw) powinna mieé¢ prawo decydowaé o £ czlonkach
komitetu (czyli o £/k czeSci wybranego komitetu); np. grupa 30% wyborcéw
powinna méc decydowaé o 30% czlonkéw komitetu. Zatem jezeli grupa ma co
najmniej £ - n/k wyborcéw (|[V| = £-n/k) oraz jezeli grupa ta zgadza sie co do
tego, ze akceptuje pewnych ¢ kandydatéw (|(;cy A(i)| = €), to Srednio wyborcy
z tej grupy powinni akceptowaé¢ co najmniej ¢ cztonkéw wybranego komitetu

(v Liev [A(D) N S| > 0).

Powyzsza wlasnos¢ jest bardzo pozadana, ale nie istnieje reguta wyborcza, ktora
by ja spelniala. Aby sie o tym przekonaé, spéjrzmy na nastepujacy przyktad:

vlz{a,i} v;;:{i,é} w:{é,%} vlos{%,}}
v { @} vs: {@) vs: {g} o {F}
vs: { ) ve: {§} vo: {g) vz {3}

Przyjmijmy, ze k = 3. W tym przykladzie grupa wyborcéow vy, ..., vs stanowi

1/3 spoteczenistwa i zgadza sie co do kandydata E Wyborcy ci powinni zatem
akceptowaé érednio co najmniej jednego czlonka komitetu, wiec a musi zostaé
wybrany jako czlonek zwycieskiego komitetu (gdyby$my nie wybrali E, to nawet

przy wyborze } i é wyborcy vy, ..., v4 akceptowaliby érednio tylko 1/2 czlonkéw
wybranego komitetu). Analogiczne rozumowanie zastosowane do grupy vg, . .., v7

pozwala nam stwierdzi¢, ze rowniez é musi by¢ cztonkiem zwycieskiego

komitetu. I tu podobnie stwierdzamy, ze % oraz g muszg zosta¢ wybrani. Jest

to niemozliwe, poniewaz mozemy wybra¢ jedynie trzech kandydatow.

Mozemy natomiast delikatnie ostabi¢ powyzsza wlasnosé: bedziemy wymagad,
aby grupa wyborcéw V', ktéra spetnia warunki [V > £-n/k i[(;c A(3)] > £
(czyli grupa, ktérej intuicyjnie powinno przystugiwaé prawo wyboru £ cztonkéw
komitetu), akceptowala $rednio co najmniej £ — 1 wybranych kandydatéw.

W definicji silnej proporcjonalnoéci zmieniamy warunek - >, [A(3) N S| = ¢
na & - > ,cy |[A(D) NS| = £ — 11 te wlasno$¢ bedziemy nazywacé stabg
proporcjonalnoscig.
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3Formalne wykazanie, ze jakakolwiek
reguta wyborcza liczaca punkty przy
uzyciu innej funkcji niz funkcja
harmoniczna H(r) nie spelnia stabej
proporcjonalnosci, wymaga dluzszego
dowodu. Zainteresowanego Czytelnika
odsytamy do pracy [I] (Twierdzenie 11).
Pokazemy jednak, jak przeprowadzié¢
takie rozumowanie w konkretnym
przypadku. Zalézmy, ze liczymy punkty,
uzywajac funkcji g(r) = r/H(r) zamiast
H(r), czyli ze uzywamy funkcji rosnacej
szybciej niz funkcja harmoniczna.
Rozwazmy teraz wybory, w ktérych

70 wyborcéw akceptuje kandydatow
c1,...,c10 1 30 wyborcéw akceptuje
kandydatéw ci1,...,c20. Niech k = 10.
Latwo sprawdzi¢, ze komitet, ktory
maksymalizuje wynik punktowy, sktada
sig z 9 kandydatéw sposrdd ci, ..., ci0

i jednego kandydata sposréd ci1, ..., c20
— taki maksymalny wynik punktowy to
70 - 9/H(9) + 30 - 1/H(1) =~ 252,7. Zatem
w tym wypadku grupa 30 wyborcéw
akceptuje srednio tylko jednego
kandydata z wybranego komitetu.
Wtiasno$¢ stabej proporcjonalnosci
wymaga, aby czlonkowie tej grupy
akceptowali §rednio co najmniej dwéch
kandydatéw z wybranego komitetu.
Pokazuje to, ze uzycie funkcji

g(r) = r/H(r) nie daje wlasnosci slabej
proporcjonalnosci.
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Reguta PAV spelnia wlasno$é stabej proporcjonalnosci, co udowodnimy ponizej.
Co wigcej, gdybysmy w regule PAV liczyli punkty komitetu, uzywajac innej
funkeji niz harmoniczna H(r) = >°._, 1/i, to taka regula juz nie spelnialaby
wlasnosci stabej proporcjonalnoéci®. Innymi slowy, to wlasnie uzycie liczb
harmonicznych w definicji regulty PAV sprawia, ze regula ta jest proporcjonalna.

Twierdzenie ([2]). Regula PAV speinia wlasno$é stabej proporcjonalnosci.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze reguta PAV wybrala
komitet S oraz ze istnieje grupa wyborcéow V i liczba £ > 1 taka, ze:

(i) [VI=£€-n/k,

(i1) | Miey AG)| > £ oraz
(il) & Yiey [AG) NS < 1.
Wykazemy, ze z komitetu S mozemy usunaé jednego kandydata, a w zamian
dodaé innego, tak ze wynik punktowy komitetu pkt(S) wzroénie. Bedzie to
sprzeczno$é z tym, ze komitet S zostal wybrany przez regute PAV; wszak PAV
wybiera tylko te komitety, ktérych warto$é punktowa jest najwyzsza.

Dla kazdego wybranego kandydata ¢ € S, przez A(c) oznaczmy warto$é,

o ktéra zmniejszy sie¢ wynik punktowy S, gdy usuniemy z niego c. Formalnie
A(c) = pkt(S) — pkt(S \ {c}). Przez N(c) oznaczmy zbiér wyborcéw, ktorzy
akceptuja kandydata ¢, N(c) = {i € N: ¢ € A(i)}. Oszacujmy sume » . g A(c):

Y Ale) =) (pkt(S) — pkt(S\ {c})) =

ceS

cesS ceS
=37 (H(AG) N S)) ~ HIAG) N (S\ {eh]) =
ceESIEN
=3 3" (H(AG) N S|) - H(JAG@) N S| - 1)) =
ceSieN(c)
= Z => > VOLE
ceSieN( c) 1EN ce A(1) ﬁS

>

iEN: |A(H)NS|>1

<A(z’) ns- M) <IN =n.

Zatem poniewaz |S| = k, istnieje kandydat ¢, € S, dla ktérego A(e,) < n/k.

Rozwazmy teraz kandydata c,, ktéry jest akceptowany przez wszystkich
wyborcow z V oraz ktéry nie zostal wybrany do zwycieskiego komitetu. Taki
kandydat zawsze istnieje; jezeli wszyscy kandydaci z (), v A(i) nalezeliby do S,
to oznaczaloby, ze wyborcy z V akceptuja $rednio co najmniej ¢ cztonkow S
zalozylismy jednak, ze 3 - >,y |A(i) N S| < £ — 1. Niech A(c,) oznacza wartosc,
o jaka zwiekszy sie wynik punktowy komitetu S, gdy dodamy do niego c,,
Al(cq) = pkt(S U {a}) — pkt(S). Mamy:

Afea) = Y- (H(AG) N (S Ueo)]) — H(AGD N $))) >
i€EN
> 2 046) 081+ 1) = KA 0 90) = 3 s T
eV

(z nieréwnosci miedzy érednia harmoniczna a arytmetycznq)

< V|2 _ V]2 - VI? _
2iev([A@NSI+1) - Yy [A@ OS[+ V] VI =1) + V]
Vi _ ¢ n/k

:7/ k
L 14 n/

Otrzymujemy zatem, ze A(c,) > A(c,). Ponadto gdy dodamy ¢, do mniejszego
komitetu, np. do S\ {¢,}, to wynik punktowy wzrosnie bardziej, niz gdybysmy
dodali ¢, do S. Zatem gdy w komitecie S wymienimy ¢, na c,, to otrzymamy
komitet o wyzszym wyniku punktowym niz S. To daje sprzecznos¢, poniewaz
reguta PAV w takim wypadku powinna wybraé¢ (S'\ {¢,}) U {c,} zamiast S. O
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