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Gdy w parlamencie jedna partia ma wiekszos¢, to ma cala wladze i moze
przeglosowaé praktycznie kazda ustawe. Co wydarzy sie jednak, jezeli ja straci,
choéby jednym glosem? Jak wéwcezas wyglada rozklad sit w parlamencie? Czy
dobrze odpowiada rozkladowi mandatéw partii politycznych?

W latach sze$édziesiatych ubiegltego wieku John Banzhaf I, matematyk

z Massachusetts Institute of Technology, napisal prace o wiele méwiacym
tytule Glosowanie wazone nie dziala: matematyczna analiza. Analizowal

w niej rade hrabstwa Nassau w stanie Nowy Jork. W hrabstwie tym
znajdowalo sie woéwcezas (i znajduje sie po dzi$ dzien) 5 miast: Hempstead,
North Hempstead, Oyster Bay, Glen Cove i Long Beach. Hempstead, ktore
bylo zdecydowanie najwiekszym miastem, podzielone bylo na dwie strefy:
Hempstead I oraz Hempstead II, a podzial miejsc w radzie byl nastepujacy:
Hempstead T (9 miejsc), Hempstead IT (9), North Hempstead (7), Oyster Bay
(3), Glen Cove (1) i Long Beach (1). Aby ocenié, jaki wplyw na przyjmowane
uchwaly maja te miasta, Banzhaf analizowal, w jakich sytuacjach miasto
zmieniajac swoj glos, zmienia wynik glosowania. Zalézmy na przyklad, ze
tylko miasto North Hempstead popiera uchwate wnoszaca, aby wybudowaé
na ich terenie park za 10 milionéw dolaréw. Jezeli Oyster Bay przychyli sie
do wniosku, uchwata wciaz nie zostanie podjeta — oba miasta maja razem 10
gloséw, a do wiekszosci potrzeba ich 16. Z kolei jesli to Hempstead IT (druga
strefa miasta Hempstead) zaglosuje ,,za”, uchwala zostanie przyjeta.

Zastanéwmy sie w ogdlnosci, kto musi zagtosowaé za uchwala, aby zostata
ona przyjeta. Jezeli obie strefy miasta Hempstead zaglosuja ,za”, to beda
mie¢ wigkszosé. Tak samo bedzie, jezeli ,za” zaglosuje jedna z tych stref oraz
miasto North Hempstead. Z kolei jesli tak nie bedzie, tzn. jezeli ,,za” bedzie
tylko jedna ze stref albo tylko miasto North Hempstead, to niezaleznie od
gloséw pozostatych miast wiekszoéci nie uda sie zdobyé¢. Dochodzimy do
zaskakujacego wniosku: gltosy Oyster Bay, Glen Cove i Long Beach w ogoéle sie
nie liczag! To wlasnie zaobserwowal Banzhaf i grzmial w swoim artykule, ze nie
moze by¢ tak, ze 16% mieszkaricow, bo tylu wtedy mieszkalo w tych miastach,
nie ma zadnego realnego wplywu na podejmowane decyzje!

Ciekawostka jest, ze Banzhaf podobno Matematycznym modelem do analizy systemow glosowania sa gry

pomylil si¢ w swoich zalozeniach, bo glosowania wazonego — jedna z najwazniejszych klas gier koalicyjnych. Niech
w radzie hrabstwa wcale nie glosowano ] ; ) !

wigkszoécia gloséw, a potrzebnych bylo N ={1,...,n} bedzie naszym zbiorem graczy. Gra glosowania wazonego

19 gtoséw ,za” uchwalg. Jak zmienia to . . sk . dzi i kté

rozklad sil w radzie? zapisywana jest jako [q; w1, ..., wy,], gdzie w; to waga gracza i, ktéra

odpowiada jego liczbie gloséw, a g oznacza liczbe gloséw potrzebnych do
przeglosowania uchwaty. W radzie hrabstwa Nassau graczami sa zatem miasta
lub ich strefy i radzie odpowiada gra [16;9,9,7,3,1,1]. Grupa graczy, czyli
inaczej koalicja, nazywana jest wygrywajgcg, jezeli ma w sumie tyle gloséw,
aby przegtosowac ustawe: koalicja S C N jest wygrywajaca, jezeli ;g w; > q.
W przeciwnym wypadku koalicja jest przegrywajgca.

Aby ocenié znaczenie gracza w grze glosowania wazonego, Banzhaf
zaproponowal, by sprawdzié¢, jak czesto jest on kluczowy w koalicji.

Gracz ¢ jest kluczowy w koalicji S, jezeli koalicja jest wygrywajaca

z nim, a przegrywajaca bez niego, tzn. S jest koalicjg wygrywajaca,

a S\ {i} — przegrywajaca. Ocene graczy wyznaczamy nastepujaco.

Najpierw dla kazdego gracza liczymy, w ilu koalicjach jest on kluczowy:

{S C N\ {i}:4 jest kluczowy w S}|. Nastepnie dzielimy te liczbe przez
sume liczb dla wszystkich graczy, aby ich oceny sumowaty sie do jedynki. Sita
gracza i w grze [q; w1, ..., Ww,| opisana jest zatem nastepujacym wzorem:

wn]) = HSC N:i €8,i jest kluczowy w S}
e djen S € N :j €S, jest kluczowy w SH’

BVi(lg;w, . ..
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Rozwigzanie zadania M 1654.
Odpowiedz (na obydwa pytania):
1+3+3+...+1.

Oznaczmy przez a,, b, odpowiedzi na
pytania zadane, odpowiednio, w punktach
(a) i (b). Bezposrednio sprawdzamy, ze

a1 = by = 1. Przyjmijmy dalej, ze n > 2.

W czesci (a) zauwazmy, ze W pierwszym
przejezdzie z prawdopodobienstwem %
Piotrek od razu zjedzie na parter oraz dla
k=1,2,...,n—1

z prawdopodobienstwem % znajdzie sie
na pietrze k, a zatem w sytuacji, w ktoérej
Sredni numer ostatniego pietra, ktore
odwiedzi przed parterem, jest réwny ay.
Wobec tego

n—1

1 1
anp = — n—+ — ag.
n n

k=1
Podobnie w czesci (b)
z prawdopodobienstwem % Piotrek
zjedzie na parter od razu oraz dla
k=1,2,...,n—1
z prawdopodobienstwem % znajdzie sie
w sytuacji, w ktérej oczekiwana liczba
dalszych przejazdéw jest réwna by, czyli

n—1
1 1
bp=—-1+4 — E (1 + bg).
n n
k=1

Nietrudno zauwazy¢, ze wyprowadzone
rekurencyjne wzory na a, oraz b, sg
w istocie jednakowe, a zatem b,, = an,.
Pozostaje rozwiazaé t¢ rekurencje.

Korzystajac z wyprowadzonej zaleznosci
dla a,—1, uzyskujemy

n—2

Zak = (n—1)(an_1 — 1),

k=1
skad po podstawieniu do rekurencji dla
a, mamy

1
an =1+ ;((n —(an—1—1)+apn_1) =

1
=ap-1+ —.
n
Stad wobec a; = 1 wynika, ze

1 1 1
apn=14+-+_-+...+—

2 3 n
Uwaga. Czytelnik Oblatany zauwazy
z pewnoscia, ze wynik, czyli n-ta suma
czesciowa szeregu harmonicznego, jest
oczekiwang liczbg cykli w rozktadzie
losowej permutacji zbioru
n-elementowego. Jesli ponadto 6w
Czytelnik nalezy do zbioru Czytelnikéw
Ambitnych, polecamy Mu znalezienie
kombinatorycznego uzasadnienia tego
zwigzku.

Metoda ta powszechnie nazywana jest indeksem sity Banzhafa, chociaz juz
wczesniej, w 1946 roku, zaproponowal ja angielski uczony Lionel Penrose,
bardziej znany ze swoich prac dotyczacych genetyki niepelnosprawnosci
umystowe;j.

Obliczmy, jaki jest rozklad sit w radzie hrabstwa Nassau, przy uzyciu nowo
poznanej techniki. Gracz 1 jest kluczowy w koalicji, jezeli zawiera ona jego

i dokladnie jednego z graczy 2 i 3. Takich koalicji jest 16: jest 23 = 8 koalicji

z graczami 1 i 2, ale bez gracza 3 oraz 2% = 8 koalicji z graczami 1 i 3, ale

bez gracza 2. Dla graczy 2 i 3 dostajemy ten sam wynik. Gracze 4, 5 i 6 nie sa
kluczowi nigdy. We wszystkich koalicjach mamy zatem 48 graczy kluczowych.
Rozktad sil, jaki uzyskalismy, jest wiec nastepujacy:

BV ([16;9,9,7,3,1,1]) = (16/48,16/48,16/48, 0,0, 0),
gdzie kolejno wypisaliémy indeks sily Banzhafa dla gracza 1, 2 itd.

Szeroko stosowang alternatywa dla indeksu sily Banzhafa jest indeks sily
Shapleya—Shubika, ktéry odpowiada zastosowaniu do gier glosowania
wazonego wartosci Shapleya, o ktérej juz w Delcie pisaliSmy (,,Rozbijanie sieci
terrorystycznych za pomoca teorii gier”, Al}).

Paradoksy

Analizujac indeks sity Banzhafa, mozemy przekonaé sie, jak skomplikowana
i czesto nieprzewidywalng funkcja jest rozklad sit w parlamencie. Czesto jeden
glos moze zmieni¢ sytuacje diametralnie.

Zalézmy na przyklad, ze decyzja administracyjna status miasta otrzymata
wie§ Atlantic Beach i w radzie przyznano jej dwa miejsca. Dodanie dwéch
miejsc zwiekszy prog wiekszosci do 17 i otrzymamy nastepujaca gre
glosowania wazonego: [17;9,9,7,3,1, 1, 2]. Dodaliémy nowego gracza, mozemy
sie zatem spodziewaé, ze istotnosé istniejacych graczy spadnie. Nic bardziej
mylnego — okazuje sie, ze miasta, ktére maja jednego reprezentanta, czyli
gracze 5 i 6, zaczynaja sie liczy¢. Popatrzmy na koalicje S = {1, 3,5}.
Koalicja razem ma 9+ 7+ 1 = 17 gloséw, a wiec kazdy jej glos jest na wage
zlota. Gracz 5 jest w niej zatem kluczowy, a jego sita w grze nie jest juz
zerowa. Latwo sprawdzi¢, ze jezeli dokladajac gracza z 2 miejscami, nie
zwiekszyliby$my progu g, czyli uzyskali gre [16;9,9,7,3,1,1,2], to gracze

z jednym glosem takze zyskaliby na znaczeniu. Ta obserwacja nazywana jest
paradoksem nowego cztonka.

Zalézmy teraz z kolei, ze obie strefy miasta Hempstead zostang polaczone,
czyli rozpatrzmy gre [16;18,7,3,1,1]. Jasne jest, ze miasto to staje sic woéwczas
jedynym znaczacym graczem. Moze si¢ takze zdarzy¢, ze po ztaczeniu dwéch
graczy ich sumaryczna sita spadnie (tak jest np. w grze [4;1,1,1, 1], w ktérej
gracze 1 i 2 maja w sumie sile 1/2, a po polaczeniu ich sila spada do 1/3).
Yaczenie partii moze wiec zaréwno pozytywnie, jak i negatywnie wplywaé na
ich site. Ta obserwacja nazywana jest paradoksem wielkosci.

Na koniec warto zaznaczy¢, ze w naszej analizie dokonujemy kilku
upraszczajacych zatozen. Po pierwsze zaktadamy dyscypline partyjng, czyli

to, ze wszystkie osoby reprezentujace dang partie lub miasto glosuja tak samo.
Po drugie przyjmujemy, ze zawsze wszyscy sa obecni, czyli nikt w hrabstwie
nie choruje. Po trzecie ustalamy jeden prég potrzebny do przegltosowania
dowolnej uchwaly, co nie zawsze ma miejsce (np. w polskim sejmie wymagana
jest wiekszosé konstytucyjna, aby zmieni¢ konstytucje). Po czwarte zakladamy,
ze wszystkie koalicje sg réwnie prawdopodobne, czyli ze nie ma sympatii

i antypatii miedzy partiami. Jak odrzucenie tych zatozen wptynetoby na
rozklad sit? To juz jest temat na kolejny artykut.
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