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Wyktadniki p-adyczne
Barttomiej BZDEGA

Niech n # 0 bedzie liczba catkowita, zas p liczba pierwsza. Wowczas najwieksza
taka liczbe calkowita nieujemna «, dla ktorej p® | n, nazywamy wykladnikiem
p-adycznym liczby n i oznaczamy v,(n). Dodatkowo przyjmujemy, ze v,(0) = +o0.

Dla n # 0 stwierdzenie v,(n) = « jest réwnowazne stwierdzeniu, ze p® | n

i p**1 § n. Stosuje si¢ réwniez notacje p® || n, ktéra odezytujemy: p® dzieli
dokladnie n. Mozemy tez zapisa¢ n = p®m, przy czym pt m. Warto jeszcze
zauwazy¢, ze v,(n) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p 1 n.

Wyktadniki p-adyczne maja nastepujace wlasnosci dla catkowitych a, b

i dowolnej liczby pierwszej p:

(1) vp(ab) = vp(a) + vp(b); dla a | b mamy v (b/a) = vp(b) — vp(a);

(2) jesli vp(a) < vu(bh), to vy(a+b) = vy(a);

(3) jesli vp(a) = vp(b), to vp(a+b) = v,(a).

Dowdd. Przypadek a = 0 lub b = 0 jest trywialny, wiec go pominiemy. Niech

a=p*nib=pm, przy czym p{m,n. Réwnoéé ab = p*+#mn i niepodzielnosé

p 1 mn dowodza pierwszej czesci wlasnosdcei (1). Druga czes$é jasno wynika

z pierwszej. Aby wykazaé (2) i (3), zapiszmy a + b = p®(m + np®~*). Korzystajac

z (1) mamy vp(a +b) = a + vp(m +npP~%). Jedli a < B, to pt m +np?~*, a jedli

a = f3, to liczba m + np®~® = m + n moze, choé nie musi, by¢ podzielna przez p.

We wlasnosciach (2) i (3) dodawanie mozna zastapi¢ odejmowaniem, dowod jest

praktycznie taki sam. Indukcyjnie otrzymamy nastepujace uogdlnienie na liczby

catkowite a, b, c,. . .:

(2") jesli w ciagu (vp(a),vp(b),vp(c),. . .) istnieje dokladnie jeden wyraz
najmniejszy, to vp(a +b+c+...) = min{yy(a), vp(b), vp(c),.. .}

(3") w kazdym przypadku vy(a +b+c+...) = min{vy(a), v (b), vp(c),. ..}

Postugujac sie¢ twierdzeniem o jednoznacznoéci rozktadu na czynniki pierwsze,

mozna wykazaé, ze dla liczb calkowitych dodatnich a,b,c, .. .:

(4) a = b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi réwnosé
vy(a) = vy(b);

(5) a| b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi
nier6wnosé¢ vy (a) < v,(b);

(6) vp(NWD(a,b,c,...)) = min{vy(a), vy (b),vp(c), .. .};

(7) vp(NWW[a,b,c,...]) = max{vy(a), vy (b),vp(c), ... };

(8) liczba a jest k-ta potega liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdej liczby pierwszej p zachodzi podzielnoé¢ k | vp(a).
Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.
Zadania

1. Udowodnié¢ nastepujace rownosci dla liczb catkowitych dodatnich a, b1i ¢

NWW[a,b,c]NWD(a,b)NWD(b,c)NWD(c,a) __
(a) NWD(a,b,c) - abc,
(b) NWW[a,b]NWW[b,c]NWW[c,a] __ NWD(a,b)NWD(b,c)NWD(c,a)
NWW[a,b,c]? - NWD(a,b,c)? .

2. Korzystajac z postulatu Bertranda (dla kazdego rzeczywistego x > 1
w przedziale [z, 2z] znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza), udowodnié,
ze dla naturalnych n > 1:
(a) liczba n! nie jest potega liczby naturalnej o wykladniku naturalnym
i wiekszym niz 1,
(b) liczba 1+ 31+ 4+...4+1

— nie jest naturalna.

3. Liczby a,b # 0 oraz % + % sa calkowite. Wykazaé, ze liczby % i % tez sg
catkowite.

4. Liczby a,b,c # 0 oraz § + g + < sa catkowite. Dowies¢, ze abc jest szescianem
liczby catkowitej.

5. Liczby calkowite a,b > 0 spelniaja podzielnoéé ab | a® + b* + a. Wykazaé, ze
a jest kwadratem liczby naturalnej.

6. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykaza¢, ze jesli liczba % + % jest

NWW(a,b)?
NWD(a,b) *

podzielna przez a i b, to liczba n jest podzielna przez liczbe
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