Klub 44 M Zadania z matematyki nr 817, 818

Redaguje Marcin E. KUCZMA

817. Dany jest réwnoleglobok ABCD z katami ostrymi przy
' = 4 4 wierzchotkach A, C. Punkty K, L (w jego plaszczyZnie) sa wyznaczone
° przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB 1 BL, DC 1 CL.
Proste AK i CL przecinajg sie w punkcie M. Dowiesé, ze proste styczne
w punktach K, L do okregu opisanego na trojkacie K LM przecinaja sie
w punkcie D.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2021

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: |[deltami.edu.pl]

818. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba
naturalna m < n/3, ze réznica 2™ — 2™ jest podzielna przez n.

Zadanie 818 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2020
Przypominamy tresé¢ zadan:

809. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD i BE przecinaja si¢ w punkcie H. Proste AB
i DE przecinaja si¢ w punkcie S. Prosta przechodzaca przez srodek M boku AB i réwnolegta do
dwusiecznej kata ASFE przecina proste CA, CB, HA, HB, odpowiednio, w punktach X, Y, P, Q.
Udowodnié¢, ze okregi opisane na tréjkatach CXY i HPQ sa przystajace.

810. Dla permutacji (x1,...,2,) zbioru {1,...,n} rozwazamy liczby:
sp=x1+...+wr oraz tpr=k+z, (k=1,...,n).

Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 udowodnié, ze permutacja o wtasnosci:

(i) liczby s1,...,: sn daja roézne reszty z dzielenia przez n

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje permutacja o wlasnosci:

(i) liczby t1,...,t, daja rézne reszty z dzielenia przez n.

809. Skoro proste AB i DE przecinaja sie, katy o« = xCAB

i B = XABC nie sg réwne. Nie tracac ogdlnosci, przyjmijmy, ze o < 5;
rozwazane punkty sa potozone jak na rysunku. Z podobienstwa
AADC ~ ABEC wynika proporcja AC : DC = BC' : EC; a z niej —
podobienstwo ADEC ~ ANABC'. Zatem <xDEC = 8, xCDE = a,

i w konsekwencji xBSD = 8 — a. Polowa tego kata to kat miedzy
prostymi AB i XY; tak wiec X AMX = xBMY = %(,8 —a).

Spojrzenie na katy zewnetrzne tréjkatéw AMX i BMY Na odwrét, dla parzystego n ciag (z1,...,%n) 0 wyrazach
pokazuje, ze L L n+1—14 dla i nieparzystych,
— — 1 _ — 1 T; =
FOXM = xCAM + 3 AMX = o+ 5(8 — o) = 5(a + f), i—1 dla ¢ parzystych
XxCYM = ¥CBM — xBMY =B - 3(B—a) = 3(a+p). )
) wyznacza cigg sum (s1,...,8,) 0 wyrazach
Wobec tego XxAXM = ¥xBYQ = 180° — xBY M i ze wzoru )
sinuséw (w tréjkatach AMX i BMY): Ltk+)n—Li(k-1)=n—-3(k—-1) (modn)
AX  sinxAMX _sinxBMY  BY Sk = dla k nieparzystych,
AM  sinxAXM  sinxBYM  BM' 1k(n+1) =1k (modn) dla k parzystych

Stad AX = BY. Teraz réwno$¢ xAXP = xBY(Q wraz

ze spostrzezeniem, ze katy przy wierzchotkach A i B

w trojkatach APX i BQY sg oba réwne 90° — xBC A,
prowadzi do wniosku, ze te tréjkaty sa przystajace. Tak wiec
PX =QY;astad PQ = XY.

Promienie okregéw opisanych na tréjkatach C XY oraz HPQ
wyrazaja sie wzorami

— latwe przeliczenie; i réwnie tatwe sprawdzenie, ze s — s;
nie dzieli sie przez n, gdy k # [; wskazana permutacja
(z1,...,%n) ma wlasnosé (i). [Hustracja dla n = 8:
(z1,...,28) = (8,1,6,3,4,5,2,7) —

— (s1,...,88) =(8,1,7,2,6,3,5,4) (mod 8)].

Zatem permutacja o wlasnosci (i) istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba parzysta. Pozostaje wykazaé, ze

QSin)é(:il)/(CY oraz ﬁ . w przypadku wlasnosci (ii) ma miejsce charakteryzacja
A poniewaz xPHQ = xAHB = 180° — £ XCY, promienie te pracervha.
sg réwne — co byto dane do udowodnienia. Gdy permutacja (z1,...,Z,) ma wlasno$é (ii), wéwczas
810. Zaltézmy, ze (x1,...,2,) jest permutacja zbioru (Alﬁlgqegi'oczz:eg;iz %f __Si(zlflgvzmi gozljﬂ k__l 72'5' » TSL,)E q
{1,...,n} o wlasnosci (i). Dla j > 1 sumy s;_1 oraz s; < :‘] 0 (mod n); skor(k) ; g f)—znacz t—o Zg.hcza%)a .
maja dawaé rézne reszty (mod n), wiec z; = s; — sj_1 nie o ' T2 ’ Vo
dzieli si¢ przez n; zatem w ciagu (z1,...,zy) liczba réwna n Jest nieparzysta.
jest 1. Przy tym x1 = s1, wiec s, juz przez n sie nie dzieli. I na odwrdét, dla nieparzystego n przyktadowsa permutacja
A poniewaz s, = %n(n + 1), znaczy to, ze n jest liczba o wlasnosci (ii) moze by¢ ciag (1,...,n). Uzyskane
parzysta. réwnowaznoéci dowodza tezy zadania.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 714, 715

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

714. Ciezka skrzynia przesuwana jest przy pomocy dwdéch traktoréw, ktore

Lo
11

poruszaja sie z predkodciami vy i v, miedzy ktérymi jest kat « (rys. 1). Jak
jest skierowany i jaka ma wartosé wektor predkosci skrzyni w chwili, gdy liny sa

rownolegle do wektoréw vy i va7

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2021

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: |[deltami.edu.pl]

715. Do jakiego napiecia naladuje sie kondensator o pojemnosci C po
zamknieciu klucza K w obwodzie przedstawionym na rysunku 27 Jaka

bedzie maksymalna warto$¢ natezenia pradu podczas tadowania? Sita

v1

Przypominamy tresé¢ zadan:

elektromotoryczna baterii wynosi €, opér wewnetrzny baterii i opory przewoddow
taczacych sa zaniedbywalne. Dioda jest idealna — w kierunku przewodzenia

ma opér zerowy, a w kierunku zaporowym jej opor jest nieskoriczenie wielki.
Indukcyjnosé cewki L jest na tyle duza, ze proces ladowania jest powolny.

Rozwigzania zadain z numeru 11/2020

706. Gdy krotkowidz i dalekowidz uzywaja swoich okularéw, widzg tak jak czlowiek, ktéry ma
dobry wzrok. Pewnego razu przez pomylke panowie zamienili swoje okulary. Po wlozeniu okularéw
krétkowidza dalekowidz stwierdzil, ze widzi ostro tylko bardzo daleko poltozone przedmioty. Jaka jest
najmniejsza odleglo$é, z ktérej krotkowidz w okularach dalekowidza widzi ostro drobny druk?

707. Na dwéch rownoleglych poziomych deskach lezy pelny walec o promieniu R i masie m, na
ktéry nawiniety jest sznurek (rys. 3). Na zwisajacy koniec sznurka dziala pionowo sita F. Jaka jest

K najmniejsza warto$¢ wspolczynnika tarcia miedzy walcem a deskami, przy ktérej bedzie on si¢ toczyt

(1)

Rys. 3

bez poslizgu. Os walca jest prostopadla do desek, a jego $rodek cigzkoéci i sita F' leza w plaszczyZnie
pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami.

706. Ogniskowa nienapietej soczewki ocznej dalekowidza jest dluzsza niz
odleglos¢ y soczewki od siatkéwki. Ogladajac odlegle przedmioty, musi on napiaé
miesnie soczewki, aby jej ogniskowa ulegla skroceniu. Maksymalna zdolnosé
skupiajaca soczewki ocznej dalekowidza wynosi

Dlzl/d1+1/y7

gdzie d; jest jego odlegloicia najlepszego widzenia.

Oznaczmy przez fo ogniskowa okularéw krétkowidza. Poniewaz dalekowidz

Ymyg

(2)

A T

(3)

w tych okularach widzi ostro tylko odlegle przedmioty, zachodzi zwiazek

1/fa+ Dy =1/y.

Uwzgledniajac (1), otrzymujemy stad

“1/fs = 1/d;.

F Dalekowidz w swoich wlasnych okularach o ogniskowej f; ma odleglos¢ dobrego

Rys. 4

(4)

widzenia d = 25 cm jak czlowiek bez wady wzroku, co wyraza réwnanie

1/fi+D1=1/y+1/d

Podstawiajac za Dy (1), dostajemy

(5)
Oznaczmy maksymalna zdolnoéé¢ skupiajaca soczewki
ocznej krotkowidza przez Ds, a jego odlegtosé
najlepszego widzenia bez okularéw przez dz. Rozumujac
analogicznie jak poprzednio, otrzymujemy
(6) 1/ f2 = 1/d—1/dy.
Po wlozeniu okularéw dalekowidza odlegtos¢ najlepszego
widzenia krétkowidza a spelnia zwiazek
(7) 1/fi+1/dy =1/a.
Rozwiazujac uklad réwnan (3), (5)—(7), otrzymujemy
szukang odpowiedZ a = d/2 = 12,5 cm.
707. Na rysunku 4 zaznaczone sg sily dzialajace na
toczacy sie walec. Sila tarcia statycznego T dziala
w prawo, bo gdyby tarcia nie bylo, walec obracalby sie
w miejscu przeciwnie do wskazowek zegara. Réwnanie
ruchu postepowego walca ma postaé

ma="1T.
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1/fi=1/d—-1/d;.
Przyspieszenie a $rodka masy walca mozemy znalezé
z roéwnania ruchu obrotowego wzgledem chwilowej osi
obrotu przechodzgcej przez punkt A:
IA{:‘ = P’fi7

gdzie € = a/R jest przyspieszeniem katowym walca,
a Iy = 3mR?/2 jego momentem bezwladnoéci wzgledem
osi przechodzacej przez punkt A. Stad

a=2F/3m.

Tarcie statyczne nie moze przekroczy¢ wartosci
maksymalnej
T =2F/3 < p(F+mg).
Najmniejsza wartosé¢ wspoélczynnika tarcia, przy ktérej
mozliwy jest ruch bez poslizgu, wynosi
2F

h= 3(F +mg)
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