
Jednoznaczność rozkşadu w N Ű część 1
Bartşomiej BZDĘGA

Przed przystąpieniem do lektury zalecam zapoznanie się z kącikiem nr 2330

Wskazówkidozadań

1.Równaniesprowadzasiędopostaci
(2x−1)(3y+1)=360.Liczbęprzypadków
mo£naniecoograniczyć:2∤2x−1,więc
8|3y+1,analogiczniemo£nawykazać,£e
9|2x−1.Nale£ypamiętać,£eliczby
2x−1i3y+1mogąbyćujemne.

2.Mamy2
n

=(m−1)(m+1).Jeśli
iloczyndwóchliczbjestpotęgąliczby
pierwszej,toka£dyzczynnikówjest
potęgątejliczby.Stądm−1im+1to
potęgidwójki,któresięró£niąo2.

3.Poşowasukcesutozapisanierównania:
2

n
=a+(a+1)+...+(a+k).Prawą

stronęmo£nazapisaćjakoiloczyndwóch
czynników,zktórychconajmniejjeden
jestnieparzystyiwiększyod1.

4.Rozwiązujemyrównanie
p

2
+pq+q

2
=n

2
.Liczbępqmo£natu

zapisaćjakoró£nicękwadratówŰ
obustronnedodaniepqnapewnowtym
pomo£e.

5.Ilerazyliczba4x+5ymo£ebyć
większani£3x+4y,jeśliobiesąpotęgami
siódemki?

6.Lewąstronęmo£nazapisaćwpostaci
iloczynuliczbcaşkowitychŰobaczynniki
musząbyćpotęgamitrójki,powiedzmy3

a

i3
b
,przyczyma,b⩾0ia+b=n.

Mo£nadalejwyznaczyćxiyzapomocą
aib.Trzebajeszczesprawdzić,kiedy
otrzymanewartościsącaşkowite
dodatnie.

(Wykşadniki p-adyczne, ∆11
20) oraz nr 29 (Algorytm Euklidesa, ∆5

21).

Rozkşadem liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze będziemy nazywali zapis

(1) n = pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαk

k ,

w którym p1, p2, . . . , pk są ró£nymi liczbami pierwszymi oraz liczby α1, α2, . . . , αk

są caşkowite dodatnie.

Twierdzenie o jednoznaczności rozkşadu mówi, £e ka£da liczba naturalna
n > 1 ma dokşadnie jeden taki rozkşad z dokşadnością do kolejności czynników.

Dowód istnienia rozkşadu. Najpierw zauwa£my, £e ka£da liczba naturalna
n > 1 ma dzielnik pierwszy Ű wystarczy wziąć najmniejszy dzielnik n ró£ny
od 1 (gdyby nie byş on liczbą pierwszą, to pewien jego dzielnik byşby jeszcze
mniejszym dzielnikiem n ró£nym od 1).
Niech q1 będzie dzielnikiem pierwszym liczby n. Są dwie mo£liwości: albo
n/q1 = 1, albo n/q1 > 1 ma dzielnik pierwszy q2. W drugim przypadku znów albo
n/(q1q2) = 1, albo n/(q1q2) > 1 ma dzielnik pierwszy q3 i tak dalej. W końcu
dojdziemy do równości n/(q1q2 . . . qt) = 1, więc n = q1q2 . . . qt i wystarczy
ewentualnie pogrupować czynniki i zamienić iloczyny na potęgi, by otrzymać
rozkşad taki jak w (1).

Do wykazania jedyności rozkşadu będziemy potrzebować następującego lematu.

Lemat Euklidesa. Niech p będzie dowolną liczbą pierwszą. Dla liczb naturalnych
a i b zachodzi implikacja

(2) p | ab ⇒ p | a ∨ p | b.

Dowód lematu. Są dwie mo£liwości: NWD(a, p) = p lub NWD(a, p) = 1. W pierwszym
przypadku p | a, w drugim p | b na mocy wşasności (1) z kącika nr 29.

Bşędem jest dowodzenie implikacji (2)
z u£yciem twierdzenia o jednoznaczności
rozkşadu, poniewa£ to jej potrzebujemy,
aby udowodnić to twierdzenie. Kluczowe
są tu wnioski z algorytmu Euklidesa,
o których pisaşem w kąciku nr 29.

(Mo£na, a nawet nale£y uogólnić: jeśli p jest liczbą pierwszą dzielącą iloczyn
t liczb naturalnych, to p dzieli co najmniej jeden czynnik. Dowód przez indukcję
względem t pozostawiam Czytelnikowi.)

Dowód jedyności rozkşadu. Niech n będzie liczbą speşniającą równość (1)
i P = {p1, . . . , pk}. Jeśli p ∈ P , to oczywiście p | n. W drugą stronę, jeśli liczba
pierwsza p | n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k , to p dzieli co najmniej jeden z czynników,
co prowadzi do wniosku, £e p ∈ P . Wobec tego zbiór P jest jednoznacznie
wyznaczony Ű jest to zbiór wszystkich dzielników pierwszych liczby p.
Jest oczywiste, £e pα1

1 | n. Ponadto pα
1 ∤ n dla α > α1, gdy£ w przeciwnym razie

musiaşaby zajść podzielność p1 | pα2

2 . . . pαk

k , co jest niemo£liwe, bo p1 nie dzieli
£adnego z czynników. Z tego wynika, £e α1 = νp1

(n), analogicznie αi = νpi
(n) dla

i = 1, 2, . . . , k. To dowodzi jednoznaczności wykşadników.

Jednym z najprostszych zastosowań twierdzenia o jednoznaczności rozkşadu w N
jest rozwiązywanie równań diofantycznych Ű czyli takich, których niewiadome są
liczbami caşkowitymi. Równanie sprowadzamy do postaci AB = n, w której znamy
rozkşad liczby n na czynniki pierwsze i na jego podstawie potrafimy powiedzieć
coś na temat A i B.

Zadania

1. Rozwiązać równanie
√

6xy + 2x − 3y = 19 w liczbach caşkowitych x i y.
2. Rozwiązać równanie m2 = 2n + 1 w liczbach caşkowitych dodatnich m, n.
3. Rozstrzygnąć, czy suma kilku (więcej ni£ jednej) kolejnych liczb caşkowitych

dodatnich mo£e być potęgą dwójki o wykşadniku naturalnym.
4. Wyznaczyć wszystkie pary liczb pierwszych (p, q), dla których p ⩽ q oraz

p2 + pq + q2 jest kwadratem liczby naturalnej.
5. Udowodnić, £e równanie (3x + 4y)(4x + 5y) = 7z nie ma rozwiązań w liczbach

caşkowitych dodatnich x, y, z.
6. Wyznaczyć wszystkie trójki (x, y, n) liczb caşkowitych dodatnich, speşniających

równość 2x2 + 5xy + 2y2 = 3n.
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