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Nietrudno uzasadnić, £e ze zbie£ności dwóch ciągów liczb rzeczywistych wynika
zbie£ność ich ró£nicy, z granicą równą ró£nicy odpowiednich granic. Innymi sşowy,
je£eli granice limn→∞ an i limn→∞ bn istnieją, to ciąg ¶an♢

n∈N
− ¶bn♢

n∈N
jest zbie£nyPrzypomnijmy, £e ciągi dodajemy

i odejmujemy następująco:
{an}

n∈N
± {bn}

n∈N
= {an ± bn}

n∈N
.

oraz
lim

n→∞
(an − bn) = lim

n→∞
an − lim

n→∞
bn.

Oczywiście implikacja w drugą stronę nie jest prawdziwa: je£eli wiemy tylko tyle,
£e ciąg ¶an − bn♢

n∈N
jest zbie£ny, to niewiele mo£na powiedzieć o samych ¶an♢

n∈N

i ¶bn♢
n∈N

Ű oba mogą być rozbie£ne. By się o tym przekonać, wystarczy wziąć dowolny
ciąg rozbie£ny ¶an♢

n∈N
i przyjąć bn := an dla n ∈ N. Nieco mniej trywialny przykşad

mo£na skonstruować, wykorzystując sumy częściowe szeregu harmonicznego. Niech
mianowicie

Hn := 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .

1

n
, n ⩾ 1.

Dla n ∈ N mamy Hn+1 − Hn = 1/(n + 1), zatem przyjmując an := Hn+1 i bn := Hn,Elementarny dowód faktu, £e ciąg
{Hn}

n∈N
jest rozbie£ny, Czytelnik

znajdzie w artykule T. Maşolepszego
Czşapanie do nieskończoności (∆3

14).

widzimy, £e ciąg ¶an − bn♢
n∈N

jest zbie£ny do zera, a jednocześnie ciągi ¶an♢
n∈N

i ¶bn♢
n∈N

są rozbie£ne do +∞.

Przez chwilę mo£na liczyć na to, i£ w tego typu kontrprzykşadach istotną rolę odgrywa
fakt, £e rozwa£ane ciągi w pewien sposób od siebie zale£ą. Mo£e dla ciągów istotnie

ró£nych Ű jakkolwiek tę istotną ró£ność zdefiniujemy Ű takich kontrprzykşadów nie da
się skonstruować? Nadzieja ta jest jednak pşonna. Niech an := Hn i bn := ln n dla n ∈ N.
Oba ciągi dą£ą do +∞, a mimo to ciąg ¶an − bn♢

n∈N
ma granicę. Rzeczywiście, jak

nietrudno uzasadnić, jest on malejący i ograniczony z doşu, a ka£dy taki ciąg jest
zbie£ny. GranicęInformacje o tym, w jaki sposób mo£na

konstruować caşe rodziny nietrywialnych
par ciągów rozbie£nych o zbie£nych
ró£nicach, Czytelnik Zainteresowany
znajdzie w ciekawej pracy J. Dence,
T. Dence, Pairs of divergent sequences

whose differences converge, Pi Mu
Epsilon Journal 13 (2009), 21Ű32.

lim
n→∞

(Hn − ln n) = 0,577215 . . .

nazywamy staşą Eulera i oznaczamy zwykle przez γ.

Skoro zbie£ność ¶an − bn♢
n∈N

nie mówi zbyt wiele o samych ciągach ¶an♢
n∈N

i ¶bn♢
n∈N

, być mo£e warto rozwa£ać pewne szczególne podklasy ciągów. Zaşó£my na
przykşad, £e jeden z nich jest przesunięciem drugiego, powiedzmy an := bn+1 dla n ∈ N

i danego ¶bn♢
n∈N

. Jak zauwa£yliśmy wcześniej (rozwa£ając ciąg o wyrazach bn := Hn),
ze zbie£ności ¶bn+1 − bn♢

n∈N
nie mo£na wywnioskować zbie£ności ¶bn♢

n∈N
. Co ciekawe,

mo£na natomiast wykazać implikację nieco inną: limn→∞(bn+1 − bn) = g pociąga za
sobą limn→∞ bn/n = g.

Wyposa£eni ju£ w pewną intuicję, przejdźmy do tytuşowego twierdzenia, które być
mo£e nie ujrzaşoby światşa dziennego, gdyby nie to, £e Ű z powodów, nad którymi nie
będziemy się tu rozwodzić Ű jeden z autorów tego artykuşu rozwa£aş niedawno klasę
ciągów ¶bn♢

n∈N
o tej wşasności, £eCzytelnik być mo£e zechce zajrzeć na

stronę 215 monografii ĎGenerators of
Markov chainsŤ, wydanej ostatnio przez
Cambridge University Press.

lim
n→∞

3n(8bn+1 − 9bn + bn−1) = 0.

Rzut oka na tę klasę z nieco innej perspektywy pozwoliş zauwa£yć, £e ka£dy jej
element speşnia te£ warunek

lim
n→∞

3n(bn+1 − bn) = 0.

To ju£ wydaşo się podejrzane Ű przez chwilę autor miaş wręcz wątpliwości, czy na
pewno wspomniana wy£ej perspektywa nie wykrzywia rzeczywistości, czy jej nie
zakşamuje Ű poniewa£ przyjmując

an := 3n(bn+1 − bn), n ∈ N,

otrzymywaş w ten sposób implikację

lim
n→∞

(8an − 3an−1) = 0 =⇒ lim
n→∞

an = 0,

która w kontekście przykşadów rozwa£anych wcześniej wygląda zaskakująco. Jednak

Rozwiązanie zadania M 1677.
Niech I będzie środkiem okręgu
wpisanego w trójkąt ABC. Zauwa£my, £e
trójkąty ACI oraz IP A są przystające
(AC = AP, ?P AI = ?IAC, AI Ű bok
wspólny). Zatem

?IP C = ?ACI =
1

2
?ACB.

Podobnie

?P QI =
1

2
?ACB,

więc trójkąt QIP jest równoramienny,
a to oznacza, £e I le£y na symetralnej
odcinka P Q. Punkt I równie£ le£y na
dwusiecznej kąta ACB, więc I ≡ R!
Zatem

?P RQ = ?P IQ = 180
◦

− 2?AP I =

= 180
◦

− ?ACB.

fakt, i£ w jej poprzedniku liniowa kombinacja ciągów nie jest po prostu ró£nicą, ma
kluczowe znaczenie: ta implikacja rzeczywiście jest prawdziwa. Stanowi to szczególny
przypadek następującego twierdzenia, które Ű gdy się nad nim chwilę zastanowić Ű
okazuje się wcale nie tak podejrzane.

Twierdzenie. Jeśli ciąg ¶an♢
n∈N

ma tę wşasność, £e dla pewnego α z przedziaşu (−1, 1)
granica

(1) lim
n→∞

(an+1 − αan)

istnieje i jest równa zero, to równie£

lim
n→∞

an = 0.

Dla ♣α♣ ⩾ 1 opisana wy£ej implikacja nie jest prawdziwa.
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Dowód. By udowodnić drugą, şatwiejszą część tezy, zaşó£my, £e mamy dane takie α,
Rozwiązanie zadania M 1676.
Zaşó£my, £e ka£demu z czşonków koşa
znanych jest nie więcej ni£ pięć osób.
Wtedy pojawi się czşonek koşa, który ma
nie więcej ni£ czterech znajomych (nie ma
grupy 49 osób, z których ka£da zna
dokşadnie pięć osób, poniewa£ liczba par
znajomych w takiej grupie to (49 · 5)/2, co
jest liczbą niecaşkowitą).

Weźmy teraz osobę (nazwijmy ją Ahmed),
która ma nie więcej ni£ 4 znajomych, jego
znajomych (nie więcej ni£ czterech) i ich
znajomych (nie więcej ni£ 16, poniewa£
ka£dy ze znajomych Ahmeda ma co
najwy£ej 4 innych znajomych). Usuńmy
tę grupę z koşa (czyli nie więcej ni£
21 osób) i rozwa£my jeszcze jedną osobę
(powiedzmy Hamzę) z powstaşej grupy.
Hamza mo£e mieć co najwy£ej pięciu
znajomych i nie więcej ni£ 20 znajomych
swoich znajomych. Usuńmy równie£ tę
grupę z naszego koşa (czyli nie więcej ni£
26 osób). Poniewa£ jest tylko 49 osób,
a usunęliśmy nie więcej ni£ 47, pozostaş
ktoś inny (niech to będzie Thanna).
Wtedy jednak Ahmed, Hamza i Thanna
nie znają się i nie mają wspólnych
znajomych Ű sprzeczność.

£e ♣α♣ ⩾ 1. Ciąg zdefiniowany wzorem an := αn dla n ∈ N jest wtedy albo rozbie£ny, albo
staşy i niezerowy, a jednak an+1 − αan = 0. Ot, i caşy kontrprzykşad.

W przypadku ♣α♣ < 1 sytuacja zmienia się dramatycznie, a kluczem do istoty rzeczy
jest zbie£ność szeregu

∑∞

n=0
αn (poni£ej zakşadamy, £e α ̸= 0, bo przypadek α = 0 jest

oczywisty). Jeśli bowiem przyjmiemy a0 := 0 i zdefiniujemy

(2) cn := an − αan−1, n ∈ N,

to otrzymamy rekurencję

(3) an = αan−1 + cn,

speşnioną dla dowolnego n ∈ N, która prowadzi do równości

(4) an =

n∑

i=1

αn−ici, n ∈ N.

Specjaliści zauwa£ą, £e mamy tu do czynienia z czymś w rodzaju splotu ciągu ¶αn♢
n∈N

ze zbie£nym do zera ciągiem ¶cn♢
n∈N

.

Z zale£nością (4) w ręku dowód prowadzimy ju£ przebojem: mając dane ϵ > 0,
znajdujemy k tak du£e, by dla i ⩾ k zachodzişa nierówność ♣ci♣ < (1 − ♣α♣) ϵ

2
. Następnie

tak dobieramy n0 ⩾ k, £e

∣∣∣
k−1∑

i=1

αn−ici

∣∣∣ = ♣α♣n
∣∣∣

k−1∑

i=1

α−ici

∣∣∣ <
ϵ

2
,

o ile n ⩾ n0. Dla takich n mamy

∣∣∣
n∑

i=1

αn−ici

∣∣∣ ⩽
∣∣∣

k−1∑

i=1

αn−ici

∣∣∣ +

n∑

i=k

♣α♣n−i ♣ci♣ <
ϵ

2
+ (1 − ♣α♣)

ϵ

2

n−k∑

j=0

♣α♣j <
ϵ

2
+

ϵ

2
,

co oczywiście kończy dowód.

Powy£szy wynik (a dokşadniej jego przypadek ♣α♣ < 1) mo£na równie£ uzyskać,
wykorzystując trochę bardziej zaawansowane narzędzia Ű unikając przy okazji
rachunków z epsilonami.

Mo£na u£yć na przykşad twierdzenia Stolza, które Ű przypomnijmy Ű jest ciągowymZa podsunięcie pomysşu u£ycia
twierdzenia Stolza autorzy dziękują
Michaşowi Miśkiewiczowi, czşonkowi
komitetu redakcyjnego Delty.

odpowiednikiem szerzej znanego twierdzenia de lŠHospitala traktującego o funkcjach
i pozwala liczyć granice typu limn→∞

un

vn
, ale Ű jak widać z naszego przykşadu Ű nie

tylko. Mówi ono, £e jeśli ciąg ¶vn♢
n∈N

ma granicę nieskończoną, a przy tym rośnie, to

z istnienia limn→∞
un+1−un

vn+1−vn
wynika istnienie limn→∞

un

vn
oraz równość

lim
n→∞

un

vn

= lim
n→∞

un+1 − un

vn+1 − vn

.

Nawiasem mówiąc, przyjmując vn := n, otrzymujemy z twierdzenia Stolza wspomnianą
wy£ej implikację limn→∞(bn+1 − bn) = g =⇒ limn→∞

bn

n
= g.

Wracając jednak do naszego gşównego twierdzenia w przypadku ♣α♣ < 1, zauwa£my, £e
przy jego zaşo£eniach ciąg ¶vn♢

n∈N
dany wzorem vn := ♣α♣−n rośnie do nieskończoności.

Równocześnie przyjmując un := α−nan, mamy

un+1 − un

vn+1 − vn

=


♣α♣

α

n+1
an+1 − αan

♣α♣ − 1
.

Gdy n → ∞, prawa strona tej równości dą£y z zaşo£enia do 0, bo |α|
α

to albo 1, albo −1Skoro ju£ wiemy, £e nasze twierdzenie
da się wywnioskować z twierdzenia Stolza,
warto się zastanowić, czy tego drugiego
nie da się jakimś sprytnym sposobem
wywnioskować z pierwszego. Analiza
dowodu twierdzenia Stolza podanego
w podręczniku Fichtenholza (tom 1,
str. 55) potwierdza przypuszczenie, £e te
wyniki są pokrewne. Czy ktoś to potrafi
udowodnić?

(patrz te£ ni£ej Ű mamy tu do czynienia z ciągiem ograniczonym). Twierdzenie Stolza

pozwala zatem stwierdzić, £e limn→∞

(
|α|
α

)n
an = 0, co implikuje te£ tezę naszego

twierdzenia.

Trzeci dowód, który chcemy tu przedstawić, wykorzystuje twierdzenie Banacha
o punkcie staşym. Jest on równie krótki jak poprzedni, a jego podstawową zaletą jest
to, £e pozwala Czytelnikowi oderwać się od strony rachunkowej, a zajrzeć na chwilę
do skarbca wspóşczesnej matematyki Ű choćby nieformalnie poznać pojęcie przestrzeni
Banacha.

By dowód ten, a przede wszystkim to pojęcie, zrozumieć, trzeba zmienić perspektywę:
zamiast myśleć o tym, jak umiejętnie £onglować wzorami opisującymi interesujący nas
ciąg, wyobra£amy sobie raczej zbiór, oznaczany standardowo c0, zşo£ony ze wszystkich
ciągów ¶xn♢

n∈N
, które dą£ą do zera:

c0 =
{

¶xn♢
n∈N

: lim
n→∞

xn = 0
}

.

A nie jest to zbiór pospolity.
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Po pierwsze, jego elementy mo£emy w naturalny sposób dodawać i odejmować, tak jak
to opisaliśmy wy£ej. Mo£emy je te£ mno£yć przez liczby (zwane w takim kontekście
skalarami), o tak: t ¶xn♢

n∈N
= ¶txn♢

n∈N
dla t ∈ R. Co wa£ne, okazuje się, £e opisane tuZa tym stwierdzeniem ukryte jest pewne

elementarne twierdzenie o granicach.
Jakie?

dziaşania niczym istotnym nie ró£nią się od operacji, które wykonujemy na wektorach
na pşaszczyźnie czy w przestrzeni trójwymiarowej. Z tego względu o c0 mówi się, £e
jest przestrzenią wektorową (lub liniową).

Po drugie, podobnie jak w przypadku wektorów na pşaszczyźnie i w przestrzeni,Czytelnik mo£e pamięta, £e wektory na
pşaszczyźnie, to jest w przestrzeni
wymiaru dwa, mo£na uto£samiać
z parami (x1, x2) liczb, a te z przestrzeni
z trójkami (x1, x2, x3). Przestrzeń ciągów
ma nieskończenie wiele wymiarów, bo jej
elementy, które wyobra£amy sobie tak:
(x1, x2, x3, . . . ), mają nieskończenie wiele
wspóşrzędnych.

elementom c0 mo£na przyporządkować te£ dşugość, nazywaną fachowo normą:

(5) ∥ ¶xn♢
n∈N

∥ := dşugość ¶xn♢
n∈N

:= sup
n⩾1

♣xn♣,

i znów okazuje się, £e posşugiwać się nią mo£na tak samo jak w skończonej liczbie
wymiarów. (Swoją drogą, wyra£enie po prawej stronie to w istocie największa
z wartości ♣x1♣, ♣x2♣, . . . , a to, £e taka największa wartość istnieje i jest skończona, mo£na
sprawdzić elementarnie, czyli samemu.) W szczególności dla wszystkich wektorów
¶xn♢

n∈N
i ¶yn♢

n∈N
zachodzi nierówność

(6) ∥ ¶xn♢
n∈N

+ ¶yn♢
n∈N

∥ ⩽ ∥ ¶xn♢
n∈N

∥ + ∥ ¶yn♢
n∈N

∥,

która pozwala myśleć o ∥¶xn♢
n∈N

− ¶yn♢
n∈N

∥ jako o odlegşości między ciągami ¶xn♢
n∈N

i ¶yn♢
n∈N

.

Czytelnik, który oczekuje na obiecany widok skarbca, jest mo£e na razie (i sşusznie)

Na szaro zaznaczono początkowe wyrazy
ciągu {xn}

n∈N
, a kolorem czerwonym

wyrazy ciągu {yn}
n∈N

. Odlegşość między
tymi ciągami jest równa dşugości
najdşu£szego odcinka şączącego punkty
o jednakowych odciętych. W tym
przypadku będzie to zaznaczony pionowy
odcinek.

zawiedziony. Bardziej ni£ istnienie normy w c0 zapewne zdziwi go informacja, £e
w niektórych przestrzeniach wektorowych takiej normy sensownie zdefiniować się nie da.
Ale clou czeka tu£ za rogiem, oczywiste bynajmniej nie jest, i brzmi:

dşugość ze wzoru (5) pasuje do c0 jak ulaş!

Jak rękawiczka do ręki, jak do nogi dobrze dopasowany mokasyn.

Znaczy to tyle, £e zupeşnie sensownych norm w c0 zdefiniować mo£na wiele, ale £adna
z nich (chyba £e jest normą (5) w jakimś przebraniu) nie opisuje tej przestrzeni dobrze.
Na przykşad moglibyśmy chcieć przyjąć

∥ ¶xn♢
n∈N

∥ = ♣x1♣ + ♣x2♣ + . . . ,

ale wtedy wiele ciągów, w tym ciąg harmoniczny
{

1

n

}
n∈N

, o którym wspomnieliśmy
wy£ej, miaşby dşugość nieskończoną. Ta norma, jak źle dobrany but, byşaby za ciasna.
Podobne problemy wystąpią, gdybyśmy, idąc za przykşadem przestrzeni znanych ze
szkoşy średniej, zdefiniowali

∥ ¶xn♢
n∈N

∥ =
√

♣x1♣2 + ♣x2♣2 + . . .

Ten pantofelek pasuje na stopę innej dziewczyny, która nazywa się ℓ2 i króluje w fizyce.
Z drugiej strony, mo£na by na przykşad chcieć u£ywać

∥ ¶xn♢
n∈N

∥ =
1

2
♣x1♣ +

1

22
♣x2♣ + . . . +

1

2n
♣xn♣ + . . .

Wtedy wszystkie wektory miaşyby skończone dşugości, ale okazuje się, £e wędrując
po c0 z pomocą tej normy, napotykalibyśmy tu i ówdzie obiekty jej obce, takie jak ciąg
zşo£ony z samych jedynek, którego granicą nie jest przecie£ zero, albo ten skşadający
się z jedynek i minus jedynek na przemian, który granicy, o zgrozo, nie ma £adnej: but
byşby zbyt luźny.

Powtórzmy to raz jeszcze. Tylko norma ze wzoru (5) jest zşotym środkiem, strzaşem
w dziesiątkę. Nie ma £adnej innej, która pasowaşaby do c0 tak jak ta, nie ma £adnej
innej, która by tak dobrze c0 opisywaşa. To stwierdzenie gşębokie i wa£ne: na pewno
gşębsze ni£ nasze gşówne twierdzenie. I Ű trzeba to podkreślić Ű nie chodzi o to tylko,
by norma speşniaşa nierówności takie jak (6). W szczególności, poni£sze twierdzenieO twierdzeniu Banacha mo£na równie£

przeczytać w artykuşach J. Górnickiego
w ∆2

14 i ∆6
20.

Banacha przestaje być prawdziwe, jeśli zamiast normy z (5) u£yjemy normy innej,
niewşaściwej Ű omawiany w nim punkt staşy mógşby bowiem ĎwyjśćŤ z przestrzeni.

Twierdzenie (Banach). Je£eli T : c0 → c0 jest odwzorowaniem zwę£ającym, to znaczyZbiór c0 jest przykşadem przestrzeni
Banacha, to znaczy przestrzeni
wektorowej z Ďdobrze dobranąŤ normą.
Twierdzenie Banacha jest prawdziwe
w ka£dej takiej przestrzeni i w jeszcze
szerszej klasie przestrzeni metrycznych
zupeşnych. Formalna definicja zupeşności
nie jest zbyt skomplikowana, choć raczej
techniczna, ale droga od niej do
opisanych tu intuicji (i z powrotem)
wymaga pewnego obycia.

jeśli

∥T (x) − T (y)∥ ⩽ q∥x − y∥, x = ¶xn♢
n∈N

, y = ¶yn♢
n∈N

∈ c0

dla pewnego q ∈ [0, 1), to istnieje dokşadnie jeden element x̃ ∈ c0, zwany punktem
staşym, speşniający równość T (x̃) = x̃.

Trzeci dowód głównego twierdzenia. Niech odwzorowanie S : c0 → c0 przesuwa
wyrazy ciągu o jeden w prawo. Innymi sşowy:

S(x) = S
(
(x1, x2, x3, . . . )

)
= (0, x1, x2, . . .), x ∈ c0.
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Zauwa£my, £e ∥S(x) − S(y)∥ = ∥x − y∥ (mówimy w tej sytuacji, £e S zachowuje
odlegşość lub £e jest izometrią). Następnie, mając dany ciąg ¶an♢

n∈N
speşniający

Rozwiązanie zadania M 1675.
Na tablicy pozostają tylko liczby zşo£one,
a ich czynniki pierwsze mieszczą się
w zakresie od 101 do 999 lub od 10 001
do 1 000 000. Jednak£e £adna
z pozostaşych liczb nie mo£e być równa
iloczynowi trzech lub więcej liczb
pierwszych w tych zakresach, poniewa£
w tym przypadku iloczyn wynosişby
więcej ni£ 100 · 100 · 100 = 1 000 000.
Oznacza to, £e wszystkie pozostaşe liczby
są podzielne przez dokşadnie dwa
czynniki pierwsze w rozwa£anych
zakresach. Ale wtedy liczby pierwsze
muszą nale£eć do przedziaşu [101,999),
w przeciwnym razie iloczyn jest większy
ni£ 100 · 10 000 = 1 000 000.
Ostatecznie iloczyn dowolnych dwóch
liczb pierwszych z przedziaşu [101,999)
(wşączając kwadraty liczb pierwszych) nie
przekracza 999 · 999 < 1 000 000 i dlatego
pozostaje na tablicy. Więc jeśli p1, p2,
. . . , pk jest listą wszystkich liczb
pierwszych od 101 do 999, to na tablicy
zostają:

p1p1, p1p2, p1p3, . . . , p1pk

p2p2, p2p3, . . . , p2pk

p3p3, . . . , p3pk

których iloczyn wynosi (p1p2 . . . pk)k+1.

warunek (1), zdefiniujmy odwzorowanie T : c0 → c0 wzorem

T (x) = αS(x) + c = (c1, αx1 + c2, αx2 + c3, . . .), x ∈ c0,

w którym ciąg c = ¶cn♢
n∈N

∈ c0 zadany jest przez (2). Dla dowolnych x, y ∈ c0

otrzymamy ∥T (x) − T (y)∥ = ♣α♣∥S(x) − S(y)∥ = ♣α♣∥x − y∥, co dowodzi, £e
odwzorowanie T jest zwę£ające (z q = ♣α♣ < 1). Z twierdzenia Banacha wynika zatem,
£e istnieje dokşadnie jeden element x̃ = ¶x̃n♢

n∈N
przestrzeni c0, dla którego x̃ = T (x̃).

Ostatnia równość jest równowa£na temu, £e x̃1 = 0 + a1 − αa0 = a1 oraz

x̃n = αx̃n−1 + cn, n ⩾ 2.

Wobec (3) pokazuje to, £e ciągi ¶x̃n♢
n∈N

i ¶an♢
n∈N

speşniają tę samą zale£ność
rekurencyjną, a to z kolei, w poşączeniu z faktem, £e x̃1 = a1, implikuje ich równość.
Skoro jednak x̃ nale£y do c0, to do tej samej przestrzeni nale£y równie£ nasz wyjściowy
ciąg, co oznacza, £e jego granica istnieje i jest równa zero. To kończy nasze trzecie
rozumowanie.

Na koniec zanotujmy, £e tytuşowe twierdzenie mo£na uogólniać: na przykşad α mo£e
zale£eć od n, granica w (1) nie musi te£ być zerem. W poni£szym wniosku zajmujemy
się pierwszym z tych dwóch przypadków, zostawiając przyjemność şamania sobie gşowy
nad drugim wygimnastykowanemu Czytelnikowi.

Wniosek. Je£eli ¶αn♢
n∈N

jest ciągiem zbie£nym do liczby z przedziaşu (−1, 1), a ciąg

¶an♢
n∈N

ma tę wşasność, £e granica

lim
n→∞

(an+1 − αnan)

istnieje i jest równa zero, to sam ¶an♢
n∈N

te£ zbiega do zera.

Dowód. Jeśli się wie, £e z przyjętego wy£ej zaşo£enia wynika ograniczoność ciąguPrzypomnijmy, £e ciąg {an}
n∈N

nazywamy ograniczonym, jeśli istnieje
taka liczba M , £e dla wszystkich
naturalnych n zachodzi nierówność
|an| ⩽ M .

¶an♢
n∈N

, to dowód jest bardzo prosty. čatwa do sprawdzenia to£samość

(7) an+1 − αnan = (an+1 − α0an) + (α0 − αn)an, n ∈ N,

w której α0 jest granicą ciągu ¶αn♢
n∈N

, prowadzi bowiem natychmiast do wniosku,
£e limn→∞(an+1 − αnan) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞(an+1 − α0an) = 0,W dowodzie wniosku skorzystaliśmy ze

znanego twierdzenia mówiącego, £e
granicą iloczynu ciągu ograniczonego
i ciągu dą£ącego do zera jest zero.

co pozwala otrzymać tezę z wersji twierdzenia udowodnionej wcześniej.

Pozostaşo nam wykazać, £e ¶an♢
n∈N

jest ograniczony. Przedstawimy na to dwa dowody.
Pierwszy z nich zaczyna się od spostrze£enia, £e gdyby ciąg ten ograniczony nie byş, to
istniaşby jego podciąg ¶ank

♢
k∈N

o tej wşasności, £e

♣ank+1♣ ⩾ max¶1, ♣ank
♣♢, k ∈ N.

Poniewa£ ♣αnk
♣ < 1 − δ dla pewnego δ ∈ (0, 1) i wszystkich odpowiednio du£ych k ∈ N,

więc dla takich k mielibyśmy

♣ank+1 − αnk
ank

♣ ⩾ max¶1, ♣ank
♣♢ − ♣αnk

♣♣ank
♣ ⩾

⩾ max¶1, ♣ank
♣♢(1 − ♣αnk

♣) ⩾ 1 − ♣αnk
♣ > δ.

Przeczy to jednak temu, £e ciąg ¶ank+1 − αnk
ank

♢
k∈N

, będący podciągiem ciągu
¶an+1 − αnan♢

n∈N
, zbiega do zera. Sprzeczność ta dowodzi, £e nasz ciąg jest

ograniczony.

Dowód drugi jest bardziej bezpośredni. Niech β będzie liczbą z przedziaşu otwartego
o końcach ♣α0♣ i 1. Z zaşo£enia wiemy, £e istnieje taka liczba naturalna k, £e
nierówności

♣αn♣ ⩽ β i ♣an+1 − αnan♣ ⩽ 1 − β

zachodzą dla wszystkich n ⩾ k. Dla takich n zatem

♣an+1♣ = ♣αnan + an+1 − αnan♣ ⩽ β♣an♣ + 1 − β.

Z tej zale£ności mo£na ju£, poprzez rozumowanie indukcyjne, şatwo wywnioskować, £e
♣an♣ nie przekracza największej z liczb 1, ♣a1♣, . . . , ♣ak♣, o ile tylko n ⩾ k. To zaś dowodzi
ponownie, £e ciąg ¶an♢

n∈N
jest ograniczony.

Teraz, gdy nasze Ű udowodnione na trzy sposoby Ű twierdzenie przestaşo być
podejrzane, chyba warto je zapamiętać, choćby jako kryterium zbie£ności ciągów.
Z jego pomocą mo£na na przykşad, stosując indukcję względem k, bezboleśnie dowieść,
£e limn→∞ nkαn = 0 dla ka£dego naturalnego k i ka£dego α z przedziaşu (−1, 1). Na
pewno jednak znacznie wa£niejsze jest, by zapamiętać, przynajmniej intuicyjnie, co to
jest przestrzeń Banacha.
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