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Carl Friedrich Gauss (1803 r.)

Oczywiscie mozna tez rozwaza¢ $rednia,
harmoniczno-geometryczna
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rozmaite warianty.
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855) to jeden z luminarzy $wiatowej nauki,
majacy znakomite osiagniecia w matematyce, astronomii, fizyce oraz geodezji.
W 1899 roku odnaleziono Dziennik [1] z prywatnymi notatkami Gaussa
dotyczacymi jego odkry¢. Napisany po lacinie Dziennik zawiera 146 lakonicznych
notatek z lat 1796-1814. Z zachowanej korespondencji Gaussa oraz z Dziennika
wylania sie¢ postaé¢ bardzo pracowitego cztowieka, ktéry swoimi przemysleniami
wyprzedzal epoke o kilkadziesiat lat. Publikowal niewiele — gdy musial. Wigksza
warto$¢ miato dla niego samo odkrycie niz jego ogloszenie.

Do rozwoju Gaussa (pochodzacego z ubogiej rodziny) przyczynil sie mecenat
ksiecia Brunszwiku Karola Wilhelma Ferdynanda. Otoczyl on opieka finansowa
czternastoletniego Carla i pomoc ta trwala do tragicznej Smierci ksiecia

w 1806 roku. W tym czasie Gauss ukonczyl Collegium Carolinum, studiowal na
Uniwersytecie w Getyndze (szkoly wybieral ze wzgledu na $wietnie zaopatrzone
biblioteki). Jednak przede wszystkim uzyskal spektakularne wyniki, ktére
przyniosty mu miedzynarodowe uznanie. Wyniki te opisal w Dzienniku.

e Dziennik rozpoczyna si¢ wpisem z 30 marca 1796 roku dokonanym
w Brunszwiku: ,zasady, wedlug ktérych mozliwy jest konstrukcyjny podziat
okregu na 17 réwnych czedci”. To pierwszy tego typu rezultat od czaséw
Euklidesa!

e 7 pazdziernika 1797 roku pochodzi dowdd zasadniczego twierdzenia algebry.
To temat dysertacji Demonstratio nova theorematis. .. opublikowanej
w sierpniu 1799 roku, za ktéra Uniwersytet w Helmsted nadal Gaussowi
stopient doktora (promotorem byt Johann Pfaff).

e W 1801 roku ukazala sie drukiem praca Disquisitiones arithmeticae
prezentujaca odkrycia Gaussa w teorii liczb.

e W polowie wrzeénia 1801 roku Gauss podal metode dokltadnego wyznaczania
orbity cial niebieskich, co pozwolitlo odnalezé ,,zgubiona” planetoide Ceres.
Metode udoskonalil, wprowadzajac modyfikacje w styczniu i w maju
1806 roku.

Kazde z tych osiggnie¢ wystarczyloby do zapewnienia mu trwalego miejsca
w historii nauki; a byt to dopiero poczatek. ..

Srednia arytmetyczno-geometryczna

Gauss wspomina, ze jako czternastoletni chlopak interesowal si¢ $rednia
arytmetyczno-geometryczna liczb 0 < b < a. Jest ona zdefiniowana poprzez
nastepujaca konstrukcje. Z liczb a i b tworzymy dwa ciagi (an)nen 1 (bn)nen,
rozpoczynajac od ag = a i bg = b, a nastepnie dla n > 1 ktadac:

ap = 7(an—1 + bn—1)7

5 by, = V Gp—1bp_1.

Korzystajac z nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna, mozna
indukcyjnie uzasadni¢, ze dla kazdego n > 1
bn—l < bn < ap < ap-1,
zatem ciagi (ay), (b,) sa ograniczone, pierwszy z nich jest malejacy, a drugi
rosnacy. Ponadto
_ Gp—1 — bnfl < }
2(an_1 +bn_1) +4bn 2

Gp — bn _ Qp—1 — bnfl

4(an + by)

Gn—-1 — bn—l B
Whnioskujemy stad, ze
1\"
an — by, < (5) (a—0b), dlan>1.
Oznacza to, ze ciagi (a,) 1 (by) sa zbiezne do tej samej granicy, ktéra oznaczamy
M (a,b). Liczbe M (a,b) nazywamy Srednig arytmetyczno-geometryczng liczb
0 < b < a. Gauss, bedac wirtuozem obliczenr, w kilku przypadkach przeprowadzit
rachunki z bardzo duza dokltadnoscia. Dla a = /2 i b = 1 otrzymatl:
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Afarmy th do csynionin » . sbicinodera a = 1,414 213 562 373 095 048 802 b = 1,000 000 000 000 000 000 000
kwadiatows. Siod ' a1 = 1,207 106 781 186 547 524 401 by = 1,189 207 115 002 721 066 717
o l(w—,, ) < as = 1,198 156 948 094 634 295 559 by = 1,198 123 521 493 120 122 607
mrr T el T g WV ")os as = 1,198 140 234 793 877 209 083  bg = 1,198 140 234 677 307 205 798

< Simn —ba)?, as = 1,198 140 234 735 592 207 441 by = 1,198 140 234 735 592 207 439

w czym skorzystaliSmy z réwnosci

Ve =) = (= —y)/(Vz+ V)

Ciagi te okazaly si¢ szybko zbiezne*, a wyrazy a4 i by réwne do 19 miejsca po
przecinku. Wtedy by¢ moze Gauss nie przypuszczal, ze rezultat ten wykorzysta
do obliczania. .. calek eliptycznych.

Lemniskata

Lemmniskate o réznych ogniskach Fy, Fy, ..., F, tworza punkty X na plaszczyznie
spelniajace warunek |Fi X| - |FoX|- ... |F,X| = const > 0 (rys. 1). Lemniskata
o jednym ognisku to okrag. W 1694 roku Jacob Bernoulli badat lemniskate
o dwoch ogniskach, Fi(—a,0) i Fy(a,0), spelniajaca warunek

|FiX| - |FoX]| =a? dla a>0.

Jej rownanie w ukltadzie kartezjanskim to

2 242 2(..2 2
Rys. 1. Lemniskaty o trzech ogniskach (LL‘ +y ) —2a (:L' -y ) = 07
) a w ukladzie biegunowym (gdy przyjmiemy x = rcos¢ i y = rsingp) to
3m 5
r=av2y/cos2g dla pe |-= Tl U= 22
4’4 47 4
7Z ostatniej zaleznodci latwiej jest nam odkry¢ ksztatt tej krzywej, ktora
Fi(—a,0) 4 Fa(a,0) ) @ nazywamy lemniskatq Bernoulliego (rys. 2).

Do wykreslenia lemniskaty Bernoulliego mozemy wykorzysta¢ mechanizm
przegubowy Jamesa Watta: bierzemy dwa odcinki, F} A i F5 B, kazdy

o dtugoéci v/2a|F; F;|. Niech punkty A i B leza po przeciwnych stronach prostej
Rys. 2. Lemniskata Bernoulliego wyznaczone]j przez punkty Fy i Fy oraz |AB| = 2a (rys. 3). Wtedy podczas ruchu
srodek X odcinka AB zakresla lemniskate Bernoulliego z ogniskami Fy i Fb.
Dostrzezemy to, analizujac trapez réwnoramienny Fy AF; B (rys. 4).

A

Poniewaz ‘\il;l‘ = Iljg‘l = /21 tréjkaty AAF X, AABF; maja wspélny kat XA,
x wiec tréjkaty AAF X i AABF) sa podobne. Analogicznie podobne sa trojkaty

ABXF; i ABF>;A (maja one wspélny kat xB). Wéwczas
£ £ |XAF\X| = |xABF|| = |<BAF,| = | X F,B.
W trapezie réwnoramiennym Fy AFy B, |5 A| = |%Fs|. Poniewaz | XX AF;| =

B = |« X FyB|, wiec |xF1AX| = |x X F,A|. Oznacza to, ze tréjkaty AFyAX
i AAF,X sa podobne. Stad

[P X| _ JAX]|
[AX] [F2X|

czyli punkt X lezy na lemniskacie Bernoulliego.

Z
w
w

= |PAX| |RX] = |AX]? = |o?],

Pod data 8 stycznia 1797 roku Gauss zanotowal w Dzienniku, ze rozpoczal
badanie lemniskaty, a 21 marca tego samego roku napisal: ,lemniskata

Fz podzielona konstrukcyjnie na 5 réwnych czesci”.
Skojarzenia i rachunki
B

Rys. 4 Gauss uczyt sie, studiujac prace wielkich poprzednikéw. Wspominal: ,tyle mysli
przychodzilo mi do glowy, ze zanotowaé zdazylem zaledwie ich czastke”. Badania
nad nieelementarnymi catkami opisujacymi dlugo$¢ krzywych prowadzity do
odkrywania nowych funkcji i lezaly w gtéwnym nurcie XVIII-wiecznej analizy.
Ich przyblizong wartos¢ wyznaczano za pomoca szeregéw nieskonczonych.
Badania te prowadzili di Fagnano, Euler, Landen, Lagrange, Legendre.

Z notatek i Dziennika Gaussa wynika, ze w latach 1797-1800 stworzyt on
teorie funkcji eliptycznych (30 lat przed Abelem i Jacobim), ale do konica zycia
zachowal te rezultaty dla siebie.
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Rozwigzanie zadania F 1049.
Niech gestosé atoméw o predkosci U
wynosi p(¥). Wéwczas w czasie 7 do
elementu S powierzchni $cianki naczynia
dociera n(v) = p(¥)TST - I atoméw gazu —
7 oznacza jednostkowy wektor
prostopadly do elementu S powierzchni.
Liczbe wszystkich atoméw o predkosci
v = || docierajacych do S otrzymamy,
sumujac po wszystkich kierunkach
predkosci skierowanych ,,do écianki” — da
to czynnik geometryczny niezalezny od v
— oraz po wszystkich wartosciach v.
Drugie z sumowan prowadzi do czynnika
proporcjonalnego do s$redniej predkosci
< v > atoméw gazu w danej temperaturze
bezwzglednej T, mnozonego przez
catkowity gesto$é p gazu w naczyniu
(gestosé p(U) jest proporcjonalna do
gestosci p gazu w naczyniu). Mamy
pox1/V oraz < v > VT i ostatecznie:

n o ST/Jﬁ x STE\/f
q
Podczas przemiany adiabatycznej
TV5~! = const, gdzie k oznacza stosunek
molowego ciepta wlasciwego gazu pod
stalym ci$nienieniem c, do jego molowego
ciepta w stalej objetosci cv, k = ¢p/cv.
Mamy wiec:

1
V-1 & qr—1.
Ostatecznie czesto$é n/7 uderzen atoméw
po adiabatycznym zwigkszeniu obje¢tosci
q razy zmaleje:
n 1
P PR VEN

T

Dla gazu jednoatomowego k = 5/3, a wiec

n/7T o< 1/¢%3.

@

Rozwigzanie zadania F 1050.
Jadra krzemu 27Si i aluminium 27
te same liczby masowe, a wiec ich
promienie tez sg takie same. Maksymalna
energia emitowanego pozytonu jest réwna
réznicy energii elektrostatycznych obu
jader:

Al maja

3 2 - p
AE=2. -5 (72 - 72).
5 4megR
Otrzymujemy:
= 3. e’ (z2 - 72)
5 dmegAE "t 27

Po podstawmnlu _danych liczbowych:

R = 6,703 - 107 m, co odpowiada

ro = 2,23-107*° m — na podstawie
pomiaréw réznymi metodami przyjmuje
sig 7o &= 1,25-107"° m

Uwaga: Czynnik z? nalezaloby zastapic
czynnikiem Z(Z — 1) — dla uniknigcia
uwzgledniania energii oddzialywania
kazdego z protonéw z jego wlasnym
polem elektrostatycznym. VVprowad7enle
tej poprawki daje R = 6,454 - 10~

7 elementarnego rachunku catkowego wiemy, ze dtugosci okregu jednostkowego
oraz wpisanej w niego lemniskaty Bernoulliego sa réwne odpowiednio:

oraz

4 / dx 4 / dx .
) VT2 ) VT
Dla oznaczenia polowy tej drugiej wielkosci Gauss wprowadzil staltg w.
Niezwykle jest jego spostrzezenie, ze miedzy trzema stalymi:
m = 3,141 592 653 589 793 238 46.. .,
w=2,622 057 554 292 119 74. ..,

M(v/2,1) = 1,198 140 234 735 592 207 44.. . .,

zachodzi zwiazek M(v/2,1) = Z;
okregu i lemniskaty to dokladnie M (v/2,1). Gauss zaintrygowany tym
odkryciem, 30 maja 1799 roku w Brunszwiku, zanotowal w Dzienniku: ,Srednia
arytmetyczno-geometryczna liczb 11 v/2 jest réwna = do 5 cyfr, dowéd

tego faktu odkryje nowe obszary analizy”. Byl to Jedyme domyst oparty na
rachunkach, ale intuicja Gaussa nie zawiodla. Ogdlng zaleznoéé¢ Gauss wykazal
22 maja 1800 roku:

innymi stowy, stosunek miedzy dlugo$ciami

dy z
(* dla0<b<a = 2
) VaZcos2 o+ b2sin?¢  M(a,b)
dy

Oczywiscie podstawienie cos p = z sprowadza calke fog do calki

\/ 2 cos? p+sin2 ¢
.orl dz
pOStaCI fo ﬁ .

Wykazanie réwnosci (x) nie jest trudne. Niech a i b generuja ciagi (an) i (bn)

opisane wczesniej, zbiezne do M (a,b). Dla catki I(a,b) fo N Zd“:_bQ —
a? cos? sin2 ¢’
dzieki podstawieniu t="b-tgp (wéwczas sin® p = t2+b2, cos? p = t2+b2

do = oy +b2 dt), otrzymujemy

dt

dy T
O/ V2 +a?) (2 +b?)

I(a,b :/
(a.8) J Va2 cos? o + b2 sin?

W takim razie

dt 17 dt

I(ai,b) .
U Ve aE e V&t a3+ b

W ostatniej calce podstawienie ¢ = % (z — %) (wéwezas t? + af %W,
24+ b3 = (2 +ab) ,dt =2 +2abdas) daje
dt d
I(ay,by) = / ”’ = I(a,b).
V{2 +a?) (2 +b3) \/x2+a2 (22 + b?)

Powtarzajgc to rozumowanie, otrzymujemy I(a7 b) =1(a1,b1) = I(az,be) =
zatem w granicy

1 T

M(a,b) 2"

Ze wzgledu na szybkos$é zbieznosci ciagéw Srednich wzér (x) daje bardzo
efektywny sposob szacowania wartosci tego rodzaju calek eliptycznych.

I(a,b) = I(M(a,b),M(a,b)) _

Zapowiedziany przez Gaussa ,nowy obszar analizy” pojawia sie z chwila, gdy
zapytamy o sens réwnosci () w dziedzinie zespolonej. Pojawiaja sie wtedy
funkcje wielowartosciowe, modularne, dla ktérych Gauss uzyskat zupelnie
nowe wyniki. Dlaczego ich nie opublikowal? Moze widzial niedoskonalo$ci
uzytych metod, moze przeczuwal, ze do pelnej prezentacji potrzebna jest teoria
funkcji analitycznych z jej narzedziami analitycznymi — ale ta miala si¢ dopiero
narodzi¢! Poza tym mial dopiero 23 lata i calte zycie przed soba. . .
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