
Funkcja Eulera Bartşomiej BZDĘGA

Niech n będzie liczbą caşkowitą dodatnią. Przez φ(n) oznaczamy liczbę tych reszt
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z dzielenia przez n, które są względnie pierwsze z n. Jest to tytuşowa funkcja Eulera.

Zachodzi równość φ(1) = 1, gdy£ NWD(0, 1) = 1. Dalej będziemy rozwa£ać wyşącznie
n > 1.

Je£eli n > 1 i znamy wszystkie dzielniki pierwsze liczby n Ű niech będą nimi
p1, p2, . . . , pk Ű to wartość funkcji Eulera mo£emy wyrazić jawnym wzorem. Aby
go wyprowadzić, wykorzystamy reguşę wşączeń i wyşączeń (zob. kącik 43. w ∆7

22).
Niech Ad oznacza zbiór tych reszt z dzielenia przez n, które są podzielne przez d.
Jeśli d ♣ n, to ♣Ad♣ = n/d. Ze zbioru reszt z dzielenia przez n nale£y wyeliminować te
liczby, które mają wspólny dzielnik z n, więc

φ(n) = n − ♣Ap1 ∪ Ap2 ∪ . . . ∪ Apk ♣ .

Nietrudno zauwa£yć, £e Api1
∩ . . . ∩ Apij

= Api1 ...pij
dla i1 < . . . < ij . Na mocy reguşy

wşączeń i wyşączeń
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Ze wzoru (∗) wynika, £e jeśli m i n są liczbami względnie pierwszymi, to φ(mn) =
= φ(m)φ(n). O funkcji speşniającej taki warunek mówimy, £e jest multiplikatywna.
Mo£na podać niezale£ny dowód multiplikatywności funkcji φ za pomocą chińskiego
twierdzenia o resztach, o którym jeszcze kiedyś napiszę.

Zwróćmy uwagę, £e dla liczby pierwszej p mamy φ(p) = p − 1. Maşe twierdzenie
Fermata (zob. kącik 44. w ∆8

22) mo£na więc zapisać następująco: jeśli a jest liczbą
caşkowitą względnie pierwszą z p, to aφ(p) ≡ 1 (mod p). Naturalnym uogólnieniem
tego twierdzenia jest

Twierdzenie Eulera. Niech n > 1 będzie liczbą naturalną. Je£eli a jest liczbą
caşkowitą względnie pierwszą z n, to aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Dowód jest bardzo podobny do przedstawionego w poprzednim kąciku dowodu
maşego twierdzenia Fermata, trzeba tylko znaleźć odpowiednik lematu o ciągu
arytmetycznym.

Lemat. Przy zaşo£eniach z twierdzenia Eulera Ű niech r1 < r2 < . . . < rφ(n) będą
wszystkimi resztami z dzielenia przez n względnie pierwszymi z n i niech si oznacza
resztę z dzielenia przez n liczby ari dla i = 1, 2, . . . , φ(n). Wówczas

¶s1, s2, . . . , sφ(n)♢ = ¶r1, r2, . . . , rφ(n)♢.

Dowód lematu. Poniewa£ a oraz ri są względnie pierwsze z n, liczba ari,
a w konsekwencji równie£ si jest względnie pierwsza z n. Pozostaje wykazać,
£e ari ̸≡ arj (mod n) dla 1 ⩽ i < j ⩽ φ(n). Gdyby byşo inaczej, to mielibyśmy
podzielność n ♣ a(rj − ri), z której wynika, £e n ♣ rj − ri, gdy£ a i n są względnie
pierwsze. Jednak 0 < rj − ri < n Ű sprzeczność.

Dowód twierdzenia Eulera. Z lematu wynika, £e

aφ(n)r1r2 . . . rφ(n) = (ar1)(ar2) . . . (arφ(n)) ≡ s1s2 . . . sφ(n) = r1r2 . . . rφ(n) (mod n),

wystarczy więc podzielić obie strony kongruencji przez r1r2 . . . rφ(n), co mo£na
uczynić, gdy£ jest to liczba względnie pierwsza z n.

Zadania

1. Udowodnić, £e 216 − 24 ♣ n16 − n4 dla ka£dego
naturalnego n.

2. Wykazać, £e φ(n) ⩽ n − √
n dla liczb zşo£onych n.

3. Za pomocą definicji funkcji φ i wzoru (∗) wykazać, £e
liczb pierwszych jest nieskończenie wiele.

4. Niech n ⩾ 2 będzie liczbą naturalną, a n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k

jej rozkşadem na czynniki pierwsze. Poşó£my
α = max¶α1, α2, . . . , αk♢. Wykazać, £e n ♣ aφ(n)+α − aα

dla ka£dej liczby caşkowitej a.

(Dla liczb pierwszych otrzymujemy p ♣ ap − a Ű jest to

alternatywna wersja maşego twierdzenia Fermata).

5. Ciąg (a1, a2, a3, . . .) speşnia następujące warunki: a1

jest liczbą caşkowitą dodatnią oraz an+1 = φ(an) + c

dla n ⩾ 1, przy czym c ⩾ 2 jest pewną ustaloną liczbą

naturalną. Dowieść, £e ten ciąg jest od pewnego miejsca

okresowy.

6. Wyka£, £e iloczyn r1r2 . . . rφ(n) z dowodu twierdzenia

Eulera przystaje do 1 lub −1 modulo n.

(Jest to uogólnienie twierdzenia Wilsona).

25

http://www.deltami.edu.pl/2022a/08/2022-08-delta-art-14-kpo.pdf

	Funkcja Eulera

