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Zadania

1. Udowodnié, ze 2'¢ — 21 | n'6 — n* dla kazdego

naturalnego n.

2. Wykazaé, ze p(n) < n —+/n dla liczb zlozonych n.

3. Za pomoca definicji funkcji ¢ i wzoru wykazaé, ze
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

4. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna, a n = p{*p§
jej rozktadem na czynniki pierwsze. Potézmy 6.

., ai}. Wykazaé, ze n | afmta _ ge

a = max{ai, as,..
dla kazdej liczby calkowitej a.

Funkcja Eulera Barttomiej BZDEGA

Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnia. Przez ¢(n) oznaczamy liczbe tych reszt
z dzielenia przez n, ktore sa wzglednie pierwsze z n. Jest to tytutowa funkcja Eulera.

Zachodzi réwnosé ¢(1) = 1, gdyz NWD(0, 1) = 1. Dalej bedziemy rozwazaé wylacznie
n > 1.

Jezeli n > 1 i znamy wszystkie dzielniki pierwsze liczby n — niech beda nimi
P1,D2, - - -, Pk — to warto$¢ funkcji Eulera mozemy wyrazi¢ jawnym wzorem. Aby
go wyprowadzié, wykorzystamy regute wlaczenn i wyltaczen (zob. kacik 43. w AZQ).
Niech A4 oznacza zbiér tych reszt z dzielenia przez n, ktére sg podzielne przez d.
Jesli d | n, to |Aq| = n/d. Ze zbioru reszt z dzielenia przez n nalezy wyeliminowaé te
liczby, ktére maja wspélny dzielnik z n, wiec

pn)=n—|Ap, UA,, U...UA,|.
Nietrudno zauwazy¢, ze Ap, N...N Api] = Apil,_,pij dla ¢1 < ... < ;. Na mocy reguty
wlaczen i wytgczen

k
(+) @) =n—=> (1)
j=1 1<i1<...<i;<k

k
=n—> (-1 Y ”=n<1—1) (1—1>... (1—1>.
j=1 1<i1<..<i; <k Piy - Pi p p2 pn
Ze wzoru () wynika, ze jeSli m i n sg liczbami wzglednie pierwszymi, to p(mn) =
= p(m)p(n). O funkcji spelniajacej taki warunek méwimy, ze jest multiplikatywna.
Mozna podaé niezalezny dowdéd multiplikatywnosci funkcji ¢ za pomoca chinskiego
twierdzenia o resztach, o ktérym jeszcze kiedy$ napisze.

Apes |

Zwr6émy uwage, ze dla liczby pierwszej p mamy ¢(p) = p — 1. Male twierdzenie
Fermata (zob. kacik 44. w |AS,) mozna wiec zapisaé nastepujaco: jedli a jest liczba
calkowita wzglednie pierwsza z p, to a®?) =1 (mod p). Naturalnym uogélnieniem
tego twierdzenia jest

Twierdzenie Eulera. Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Jezeli a jest liczba
calkowita wzglednie pierwszg z n, to a?™ =1 (mod n).

Dowéd jest bardzo podobny do przedstawionego w poprzednim kaciku dowodu
malego twierdzenia Fermata, trzeba tylko znalez¢ odpowiednik lematu o ciggu
arytmetycznym.

Lemat. Przy zaltozeniach z twierdzenia Eulera — niech r1 <72 < ... <7y,) beda
wszystkimi resztami z dzielenia przez n wzglednie pierwszymi z n i niech s; oznacza
reszte z dzielenia przez n liczby ar; dlai=1,2,..., p(n). Wowczas

7S<p(’n)} = {7”17 T2y .. a’rga(n)}'

Dowdd lematu. Poniewaz a oraz r; sa wzglednie pierwsze z n, liczba ar;,

a w konsekwencji rowniez s; jest wzglednie pierwsza z n. Pozostaje wykazaé,

ze ar; Z arj (mod n) dla 1 < i < j < ¢(n). Gdyby bylo inaczej, to mielibysmy
podzielnosé n | a(r; — r;), z ktérej wynika, ze n | r; — i, gdyz a i n sa wzglednie
pierwsze. Jednak 0 < r; — r; < n — sprzeczno$c.

{s1, s2,...

Dowdd twierdzenia Fulera. Z lematu wynika, ze

aw(")rlm CTon) = (ar1)(ar2) ... (arq,(n)) =5182...8p(n) = T172. .- T(n) (mod n),

wystarczy wigc podzieli¢ obie strony kongruencji przez 7172 ...7,(,), o mozna
uczynié, gdyz jest to liczba wzglednie pierwsza z n.

(Dla liczb pierwszych otrzymujemy p | a? — a — jest to
alternatywna wersja malego twierdzenia Fermata).
5. Ciag (a1, a2,as,...) spelnia nastepujace warunki: a;
jest liczba catkowita dodatnia oraz an+1 = ¢(an) + ¢
dlan > 1, przy czym c > 2 jest pewng ustalona liczba
naturalng. Dowies¢, ze ten cigg jest od pewnego miejsca
okresowy.
Wykaz, ze iloczyn 7172 ... 74(n) 2 dowodu twierdzenia
Fulera przystaje do 1 lub —1 modulo n.
(Jest to uogdlnienie twierdzenia Wilsona).
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