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Ciągi liczb rzeczywistych (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) nazywamy zgodnie51

Mo£na się przekonać, £e ciągi speşniające
prostszy warunek: ai ⩾ aj ⇐⇒ bi ⩾ bj

zawsze są dobrze uporządkowane.
W przypadku ciągów ró£nowartościowych
ten warunek jest równowa£ny
przedstawionej definicji.

W polskiej literaturze często mo£na
napotkać inną pisownię nazwiska
Pafnutija Lwowicza Czebyszowa
(ĎCzebyszewŤ). Na poni£szym znaczku
pocztowym wyraźnie widać dwie kropki
nad ĎEŤ, co oznacza samogşoskę ĎjoŤ,
którą po spóşgşoskach szeleszczących
czyta się ĎoŤ. Wymowa ĎCzebyszewŤ
wzięşa się stąd, £e przy tşumaczeniu
z języka rosyjskiego te dwie kropki często
znikają, a i sami Rosjanie rzadko je
rysują, bo, podobnie jak w przypadku
wymowy ĎoŤ i ĎaŤ, wiedzą, gdzie stawia
się akcenty. Co jest zatem silniejsze Ű
zakorzeniony w tradycji ĎCzebyszewŤ
czy prawidşowy Ű przynajmniej w języku
rosyjskim Ű ĎCzebyszowŤ?
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uporządkowanymi, jeśli

nie istnieją takie i, j ⩽ n, £e ai < aj oraz bi > bj .

Oznacza to, £e ciągi (a) i (b) mają na tym samym miejscu największą liczbę,
na tym samym drugą co do wielkości, trzecią i tak dalej a£ do ostatniej.
W analogiczny sposób definiujemy ciągi przeciwnie uporządkowane. Speşniają
one warunek: nie istnieją takie i, j ⩽ n, £e ai < aj oraz bj < bj .

Na potrzeby niniejszego artykuşu będziemy stosować oznaczenie

(a) ⋆ (b) = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn.

Interesuje nas wartość wyra£enia (a) ⋆ (b′), w którym (b′) = (bσ(1), bσ(2), . . . , bσ(n))
dla pewnej permutacji σ zbioru {1, 2, . . . , n}.

Twierdzenie 1 (o ciągach zgodnie uporządkowanych). Przy powy£szych

zaşo£eniach wartość wyra£enia (a) ⋆ (b′) jest największa wtedy i tylko wtedy, gdy

ciągi (a) i (b′) są zgodnie uporządkowane.

Dowód. Je£eli ciągi (a) i (b′) nie są zgodnie uporządkowane, to istnieją takie
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, £e ai < aj oraz b′

i > b′
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Poniewa£ permutacji σ jest skończenie wiele, wynika z tego, £e maksimum
wyra£enia (a) ⋆ (b′) istnieje i jest osiągane dla pewnego ciągu (b′) zgodnie
uporządkowanego z (a). W drugą stronę, jeśli (b′′) = (bτ(1), bτ(2), . . . , bτ(n)) równie£
jest ciągiem zgodnie uporządkowanym z (a), to (b′) = (b′′) (choć niekoniecznie
τ = σ), więc wartość (a) ⋆ (b′) jest taka sama dla wszystkich (b′) zgodnie
uporządkowanych z (a).

W analogiczny sposób mo£na udowodnić

Twierdzenie 2 (o ciągach przeciwnie uporządkowanych). Przy

powy£szych zaşo£eniach wartość wyra£enia (a) ⋆ (b′) jest najmniejsza, gdy ciągi (a)
i (b′) są przeciwnie uporządkowane.

Z powy£szymi nierównościami wią£e się bezpośrednio

Nierówność Czebyszowa. Dla ciągów (a) i (b) zgodnie uporządkowanych
mamy:

a1b1 + a2b2 + . . . + anbn

n
⩾
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·
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n
.

Jeśli ciągi (a) i (b) są uporządkowane przeciwnie, to nierówność zachodzi
w drugą stronę.

Dowód. Z twierdzenia 1 wynika, £e

a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ⩾ a1b1+k + a2b2+k + . . . + anbn+k dla k = 1, 2, . . . , n,

przy czym przyjmujemy bj = bj−n dla j > n. Sumując powy£sze nierówności,
a następnie dzieląc obie strony przez n2, otrzymamy tezę. Dowód dla ciągów
przeciwnie uporządkowanych jest analogiczny.

Zadania
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dla a, b, c > 0.

2. Wykazać, £e aabbcc ⩾ abbcca dla a, b, c > 0.

3. Liczby a, b, c są dşugościami boków trójkąta, a α, β, γ miarami
kątów (wyra£onymi w stopniach) naprzeciw nich. Wykazać, £e
aα + bβ + cγ ⩾ 60◦ · (a + b + c).
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dla liczb caşkowitych dodatnich k i m oraz rzeczywistych x1, x2, . . . , xn ⩾ 0.
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2 dla a, b, c > 0 (nierówność Nesbitta).
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n
n−1 dla liczb dodatnich

x1, x2, . . . , xn, przy czym s = x1 + x2 + . . . + xn.
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