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Wielomiany podziatu kota — czesé¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Ponizsze twierdzenia sa podstawa tego kacika. Dla kompletnosci podaje ich dowody,
w ktérych wykorzystuje sie liczby zespolone. Czytelnik nieznajacy liczb zespolonych
moze je bez obaw pominaé i przejs¢ od razu do zadan.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie 1. Istnieja (i sa okre$lone jednoznacznie) takie wielomiany unormowane
(tzn. majace wspoOlczynnik 1 przy najwyzszej potedze zmiennej) @1, P2, P3, ...
o wspélczynnikach catkowitych, ze dla kazdego caltkowitego dodatniego n zachodzi

réwnosé:
(1) 2" =1 =[] @a(a).
din

Wielomiany ®4(x) nazywamy wielomianami podzialu kota (lub cyklotomicznymsi).

Twierdzenie 2. Niech ¢ oznacza funkcje Eulera (zobacz kacik nr 45 w |A3,). Dla > 1
zachodza nieréwnosci:

2 (z =) < @p(2) < (z + 17,
przy czym pierwsza z nich jest ostra dla n > 2, a druga dla n > 3. W szczegdlnosci dla
n>2iz>2mamy ®,(z) > 1.

Liczbe zespolong ¢ nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z 1, jesli (" = 1.

Jezeli ponadto (™ # 1 dla 1 < m < n, to liczbe ¢ nazywamy pierwotnym
pierwiastkiem stopnia n z 1. Niech ¢, = e2™/™ = cos 27" + isin 27” Woéwcezas zbior
pn = {Cn, C2,¢3, ..., (7} stanowia wszystkie pierwiastki stopnia n z jednoéci, a zbiér
wh ={¢F: 1<k <n, WD(k,n) = 1} stanowia wszystkie pierwiastki pierwotne.
Lemat. Wielomiany ®,(z) = H(eu,ﬁ (z — ¢) spelniaja réwnosé .

Dowdéd. Wykazemy najpierw réwnosé p, = Ud|n uy. Utamek a/n dlaa=1,2,...,n
mozemy w spos6b jednoznaczny przedstawié w postaci k/d, w ktérej d | n, 1 < k < d
oraz NWD(k,d) = 1. Na odwrét, kazdy taki utamek k/d mozemy jednoznacznie rozszerzyé
do utamka a/n. Na tej podstawie tworzymy bijekcje zbioréw py, i Udm 1y okreslong,

przez ¢ — 5 (k/d jest postacia nieskracalng utamka a/n). Pozostaje jeszcze zauwazyé,
ze wowezas (2 = e29™/" = ¢2F7/4 — ¢k wiec ta bijekcja jest identycznodcig.
7 udowodnionej réwnosci wynika, ze

1= J@-0=[[[ -0
CEUn dln CEpy

co koniczy dowdd lematu.
Dowdd twierdzenia 1. Oczywiscie wielomiany ®,,(z) z lematu sg unormowane.
Wybierzmy dowolne n > 1 i zalézmy indukcyjnie, ze wielomiany ®,, maja wszystkie
wspélczynniki catkowite dla kazdego m < n. Niech ¥, (x) = Hd‘n,d<n D4(x). Z lematu
wynika, ze @y (2)¥,(z) = (2" — 1). Na mocy zalozenia indukcyjnego ¥, (z) to
unormowany wielomian o wspétezynnikach catkowitych, skad (i z poprzedniej
réwnosci) @, (x) tez ma wspblezynniki catkowite, co koniczy dowdd indukeyjny
i uzasadnienie istnienia postulowanych w twierdzeniu 1 wielomianéw. Analogiczna
indukcja dowodzimy jednoznacznosci (wielomiany ®4 opisane w twierdzeniu dla d < n,
d | n oraz réwnosé jednoznacznie wyznaczaja wartosci wielomianu ®,,).

Dowdd twierdzenia 2. Poniewaz ®1(x) =2 — 11 ®2(z) = z + 1, teza jest oczywista

dla n < 2. Dalej niech n > 3. Jesli ¢ € uy,, to || =11 ¢ # £1. Wobec tego

z—1< |z -] <x+ 1. Stopien wielomianu ®,,(z) jest réwny |ur| = ¢(n). Wynika

z tego, ze (z — 1)?™ < |®, ()| < (x + 1)?™). Pozostaje zauwazyé, ze dla n > 3
wielomian @, (z) jest unormowany i nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, wiec ®,(x) > 0
dla wszystkich rzeczywistych z, czyli |, (x)| = ®n(z).

Zadania

1. Udowodni¢, ze istniejg liczby naturalne a1, as, .
aiaz...ais = 22024 — 1.

. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba n'® + n® + 1 jest pierwsza.

3. Niech p i g beda dwiema réznymi liczbami pierwszymi i niech n > 2 bedzie liczba
naturalng. Dowiesé, ze liczby 14+nP +n? + ... +nl0™YP i 14094 n20 4 4 pP—Da
maja wspolny dzielnik wigkszy niz 1.

4. Niech a > 1 bedzie liczbg naturalng. Dowiesé, ze jesli a®~ D™ + .
liczba pierwsza, to k jest liczbg pierwsza, a n jest jej potega.

5. Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 2™ — 1. Udowodnié, ze pn < 3™, przy
czym H, =1+ 3+ 3 +...++.

6. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych a o nastepujacej
wlasnosci: kazdy dzielnik pierwszy liczby a® + a + 1 jest mniejszy od +/a.

..,a15 > 1 spelniajace réwnosé

[\]

4 a®+a™ 41 jest
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