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Poszukiwanie odpowiedzi na trudne pytania moøe prowadziÊ do narodzin nowej
teorii. Oto dwa odkrycia, które mia≥y wp≥yw na powstanie teorii szeregów.

Nicole Oresme oko≥o 1350 roku zauwaøy≥, øe skoro 1
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2 ≠æ Œ, gdy k æ Œ.

Wykaza≥ wiÍc, øe suma 1 + 1
2 + 1

3 + . . . jest nieskoÒczona. Trudno to przewidzieÊ,
obliczajπc sumy poczπtkowych wyrazów, bo 1 + 1

2 + . . . + 1
k

> 10 dopiero dla
k > 12376.

A co moøna powiedzieÊ o sumie 1 ≠ 1
2 + 1

3 ≠ 1
4 + . . .? Problem wyznaczenia

Rozwiπzanie zadania M 1783.
Odpowiedü: Jedynπ trójkπ spe≥niajπcπ
warunki zadania jest (1, 1, 1).

Zauwaømy, øe gdyby liczby pierwsze
a + bc, b + ac, c + ab by≥y parami róøne,
to ich iloczyn dzieli≥by
(a

2 + 1)(b
2 + 1)(c

2 + 1), wiÍc
w szczególnoúci zachodzi≥aby nierównoúÊ:

(bc + a)(ca + b)(ab + c) 6
6 (a

2 + 1)(b
2 + 1)(c

2 + 1),

równowaøna nastÍpujπcej:

(abc ≠ 1)(a
2 + b

2 + c
2 + 1) 6 0.

Oczywiúcie ostatnia nierównoúÊ nie moøe
zajúÊ poza przypadkiem trójki
(a, b, c) = (1, 1, 1), która spe≥nia warunki
zadania.
Wobec tego dwie z danych liczb
pierwszych sπ równe, bez straty ogólnoúci
za≥óømy, øe a + bc = b + ac.
Po przekszta≥ceniach mamy
(a ≠ b)(c ≠ 1) = 0, czyli a = b lub c = 1.
Jeúli a = b, to skoro a + bc = a(c + 1) jest
liczbπ pierwszπ, to a = b = 1. Jednakøe
wtedy c + 1 jest liczbπ pierwszπ i dzieli
4(c

2 + 1) = 4(c ≠ 1)(c + 1) + 8. Jest to
moøliwe wtedy, gdy c + 1 dzieli 8, a wiÍc
gdy c = 1. Ponownie otrzymaliúmy trójkÍ
(1, 1, 1).

Rozpatrzmy przypadek c = 1
i przypuúÊmy, øe któraú z liczb a, b jest
wiÍksza od 1. Wówczas ab + 1, a + b sπ
liczbami pierwszymi wiÍkszymi od 2,
które dzielπ 2(a

2 + 1)(b
2 + 1), zatem

dzielπ teø (a
2 + 1)(b

2 + 1). Bez szkody dla
ogólnoúci za≥óømy, øe a < b, wtedy
ab + 1 > a

2 + 1, wiÍc ab + 1 | b
2 + 1, skπd

ab + 1 | b
2 + 1 ≠ (ab + 1) = b(b ≠ a).

Jednakøe liczby b, (b ≠ a) sπ dodatnie
i mniejsze od ab + 1 – sprzecznoúÊ.

Rozwiπzanie zadania M 1785.
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Niech � bÍdzie okrÍgiem wpisanym
w dany szeúciokπt oraz niech X i Y bÍdπ
punktami stycznoúci tego okrÍgu
odpowiednio z odcinkami AB1 oraz AC1.
Zauwaømy, øe AB1 = AP = AC1 oraz
AX = AY, stπd
B1X = AB1 ≠ AX = AC1 ≠ AY = C1Y.

Zatem trójkπty prostokπtne OXB1
i OY C1 sπ przystajπce (bkb). Wobec tego,
poniewaø B1O i C1O sπ dwusiecznymi
kπtów AB1C i AC1B, dostajemy

?AP C = ?AB1C = 2?XB1O =
= 2?Y C1O = ?AC1B =
= ?AP B.

Podobnie ?AP C = ?BP C, skπd teza.

jej wartoúci okaza≥ siÍ trudny. Na odpowiedü przysz≥o nam czekaÊ do drugiej
po≥owy XVII wieku. Moøna jej upatrywaÊ w pracach Johannesa Hudda (1656),
Izaaka Newtona (1665), Nikolausa Mercatora, Johna Wallisa i Jamesa
Gregory’ego (1668) nad kwadraturπ hiperboli, tj. obliczaniem pola miÍdzy
osiπ OX a wykresem funkcji y(x) = 1

1+x
, gdy 0 6 x 6 a (gdy zastosujemy

wspó≥czesne oznaczenia i nazewnictwo).

Przedstawimy teraz elementarny dowód tego, øe

(˝) 1 ≠ 1
2 + 1

3 ≠ 1
4 + . . . = ln 2.

Niech xn = (1 + 1
n

)n, yn = (1 + 1
n≠1 )n dla n > 2. Oczywiúcie

(1) xn 6 yn dla n > 2.

Ponadto

(2) ciπg {xn} jest niemalejπcy, a ciπg {yn} jest nierosnπcy,

co wykaøemy za pomocπ nierównoúci Jacoba Bernoulliego (1689): (1 + x)n >
> 1 + nx dla x > ≠1 i naturalnego n (znanej juø Newtonowi czy René-François
de Sluse). Mamy bowiem
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Stwierdzenia (1) i (2) gwarantujπ istnienie granic ciπgów {xn} i {yn}. Poniewaø
yn

xn≠1
= n

n≠1 æ 1, wiÍc granice te sπ równe – ich wspólnπ wartoúÊ oznaczymy
jako e (jest to s≥ynna liczba Eulera). Ponownie powo≥ujπc siÍ na (1) i (2),
wnioskujemy, øe xn 6 e 6 yn, czyli

(3)
3

1 + 1
n

4n

6 e 6
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1 + 1
n ≠ 1

4n

, n > 2.
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Zauwaømy teraz, øe
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Z w≥asnoúci funkcji wyk≥adniczej mamy eS2N =
2Nr

n=N+1
e

1
n , zatem z nierównoúci (3)
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Kto zna ca≥kÍ Riemanna, szybko dojdzie
do celu:
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otrzymujemy oszacowanie
2NŸ

n=N+1

3
1 + 1

n

4 n
n

6
2NŸ

n=N+1
e

1
n 6

2NŸ

n=N+1

3
1 + 1

n ≠ 1

4 n
n

,

gdzie
2NŸ

n=N+1

3
1 + 1

n

4
= N + 2

N + 1 · N + 3
N + 2 · . . . · 2N + 1

2N
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4
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N
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2N ≠ 1 = 2.

Zatem
2 ≠ 1

N + 1 6 eS2N 6 2.

Powyøsza nierównoúÊ dowodzi, øe lim
NæŒ

eS2N = 2.
Okreúlenie logarytmu naturalnego i ciπg≥oúÊ funkcji
wyk≥adniczej (ex) zapewniajπ, øe lim

NæŒ
S2N = ln 2.

Poniewaø, S2N+1 = S2N + 1
2N+1 æ ln 2, gdy N æ Œ,

wiÍc
1 ≠ 1

2 + 1
3 ≠ 1

4 + . . . = ln 2,

co koÒczy dowód.
Do wyznaczenia przybliøonej wartoúci ln 2 warto uøyÊ
szybciej zbieønego rozwiniÍcia. James Gregory (1668)
do obliczania logarytmów stosowa≥ równoúÊ

ln 1 + x

1 ≠ x
= 2

3
x + x3

3 + x5

5 + . . .

4
.

Zatem

ln 2 = ln
1 + 1

3
1 ≠ 1

3
= 2

3
1
3 + 1

3 · 33 + 1
5 · 35 + . . .

4
¥ 0,693.

Suma pierwszych trzech sk≥adników daje przybliøenie ln 2
z b≥Ídem wzglÍdnym równym oko≥o 0,2%. Aby osiπgnπÊ
takπ dok≥adnoúÊ, potrzebowalibyúmy zsumowaÊ ponad
3000 pierwszych sk≥adników sumy (˝).
Rachunek ca≥kowy, sformu≥owany w czasach, o których
piszemy, pozwala≥ otrzymywaÊ ogólniejsze rezultaty.
Dla x ”= ≠1,

1
1 + x

= 1 ≠ x + x2 ≠ . . . + (≠1)n≠1xn≠1 + (≠1)nxn

1 + x
.

Ca≥kujπc to wyraøenie wyraz po wyrazie, mamy

ln(1 + x) =
x⁄

0

dt

1 + t
=

= x≠ x2

2 + x3

3 ≠ . . .+(≠1)n≠1 · xn

n
+(≠1)n

x⁄

0

tn

1+ t
dt.

Jeúli 0 6 x 6 1, to
x⁄

0

tn

1 + t
dt 6

x⁄

0

tndt = xn+1

n + 1 6 1
n + 1 ≠æ 0,

gdy n æ Œ, a wtedy ln(1 + x) = x ≠ x
2

2 + x
3

3 ≠ . . .
Przyjmujπc x = 1, otrzymujemy (˝).
Przyjmujπc x = ≠ 1

2 w rozwiniÍciu ln(1 + x), otrzymamy ponadto wzór

ln 2 =
Œÿ

n=1

1
n2n

Z notatek znalezionych po úmierci Newtona wynika, øe
oko≥o 1665 roku zna≥ on juø rozwiniÍcie

ln(1 + x) = x ≠ x2

2 + x3

3 ≠ . . .

i w elegancki sposób obliczy≥ wartoúci ln 2, ln 3, ln 5, ln 7
do 57 miejsca po przecinku. Uzyskane wyniki zachowa≥
jednak w tajemnicy.

Podane rozwiniÍcie daje dobre rezultaty dla ma≥ych
wartoúci x, dodatnich lub ujemnych, wiÍc Newton
obliczy≥ przybliøone wartoúci dla

ln(1,2) = ln(1 + 0,2), ln(0,98) = ln(1 ≠ 0,02),
ln(0,9) = ln(1 ≠ 0,1), ln(0,8) = ln(1 ≠ 0,2),

a nastÍpnie wykorzysta≥ równoúci

ln 2 = ln
3

1,2 · 1,2
0,8 · 0,9

4
= 2 ln(1,2) ≠

!
ln(0,8) + ln(0,9)

"
,

ln 3 = ln
3

2 · 1,2
0,8

4
=

!
ln 2 + ln(1,2)

"
≠ ln(0,8),

ln 5 = ln
3

2 · 2
0,8

4
= 2 ln 2 ≠ ln(0,8),

ln 7 = ln
Ú

100·0,98
2 = 1

2
!
10(ln 2+ln 5)+ln(0,98)≠ln 2

"
.

Chapeau bas!
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