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Rozwigzanie zadania M 1783.
OdpowiedZ: Jedyna trojka spelniajaca
warunki zadania jest (1,1,1).

Zauwazmy, ze gdyby liczby pierwsze

a + be, b+ ac, ¢ + ab byly parami rézne,
to ich iloczyn dzielitby

((r‘) | l)(l)‘) | l)((") 1), wiec

w szczegbdlnosci zachodzitaby nieréwnosé:

(be +a)(ca +b)(ab+c¢) <

roOwnowazna nzlhl(”)uj;y':(‘j'

(abc — ],\)(u2 + b2 +c° + 1) <
Oczywiscie ostatnia nieréwnos¢ nie moze
/,1]4( poza przypadkiem tréjki
(a,b,c) =(1,1,1), ktéra spelnia warunki
zadania.

Wobec tego dwie z danych liczb
pierwszych sg réwne, bez straty ogdlnosci
zatézmy, ze a + bc = b + ac.

Po przeksztalceniach mamy

(a—0b)(c—1) =0, czylia=">lub c=1.
Jesli a = b, to skoro a 4+ bec = a(c+ 1) jest
liczbg pierwszg, to a = b = 1. Jednakze
\\t((l\ c+ 1 jest liczba |)im\\\4,l i dzieli
l(( +1)=4(c—1)(c+ 1) + 8. Jest to

mozliwe wtedy, gdy ¢ + 1 (1/1(11 8, a wiec

g(l_\' ¢ = 1. Ponownie otrzymaliémy tréjke
1)
I\uz[mlum\ przypadek ¢ =1

ze ktéras z liczb a, b jest
Wéwcezas ab + 1, a +

i przypusémy,
wieksza od 1.

b sa
liczbami 1>i<\1’\\'>Z}'1xli wiekszymi od 2

ktére dzielg )((1' + I) b2 + 1), zatem
dzielg tez (a” + 1)( l) + 1). Bez szkody dla
ogélnosci zalézmy, ze a < b, wtedy
ab+1>a”+1, wiec ab+ 1 \b
ab+1]b>4+1—(ab+1) =0b(b—a).
Jednakze liczby b, (b — a) sa dodatnie
i mniejsze od ab + 1
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skad

sprzecznosé.
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Niech @ bedzie okrggiem wpisanym
w dany szeéciokat oraz niech X i Y
punktami stycznosci tego okregu

beda

odpowiednio z odcinkami AB; oraz AC.

Zauwazmy, ze ABy = AP = AC, oraz
AX = AY, stad
B1X = AB; — AX = AC; — AY = C1Y.

Zatem trojkaty prostokatne OX B,

i OY C, sa przystajace (bkb). Wobec tego,
poniewaz B1 O i C10 sa dwusiecznymi
katow AB,C i ACy B, dostajemy

XAPC = ¥AB,C = 2xX B0 =
=2¥YC,0 = XxAC,1 B =
= ¥APB.

Podobnie xAPC = XBPC, skad teza.

Elementarnie o sumie 1 —

N | =
_|_
L=

Jarostaw GORNICKI*

Poszukiwanie odpowiedzi na trudne pytania moze prowadzi¢ do narodzin nowej
teorii. Oto dwa odkrycia, ktére miaty wplyw na powstanie teorii szeregow.

Nicole Oresme okolo 1350 roku zauwazyl, ze skoro k+-1 + k+r2 +...+ Wlk >
>k-5r=3dlak=12,...to
T (R N (I LN I
2 3 4 5 6 7 8) 7 \2141 2k )~
N —
>3 >3 >3

k
>1+§—>oo, gdy k — oc.

Wykazal wiec, ze suma 1 —|— +3 T
obliczajac sumy pocz@tkowych Wyrazovv bo1l+ 35 Ly,
k > 12376.

.. jest nieskoﬁczona. Trudno to przewidzied,
.+ % > 10 dopiero dla

A co mozna powiedzieé¢ o sumie 1 — % + % — i 4+ ...7 Problem wyznaczenia

jej wartodci okazat sie trudny. Na odpowiedZ przyszlo nam czekaé¢ do drugiej
potowy XVII wieku. Mozna jej upatrywaé w pracach Johannesa Hudda (1656),
Izaaka Newtona (1665), Nikolausa Mercatora, Johna Wallisa i Jamesa
Gregory’ego (1668) nad kwadratura hiperboli, tj. obliczaniem pola miedzy
osia OX a wykresem funkcji y(z) = H—Lx’ gdy 0 < z < a (gdy zastosujemy
wspOlczesne oznaczenia i nazewnictwo).

Przedstawimy teraz elementarny dowéd tego, ze

1 1 1
l—=-4+-—-+...=In2.
() 5t3—7t n
Niech @, = (1+ )", y,, = (1+ -15)" dla n > 2. Oczywiscie
(1) <yp dla n>2.

Ponadto

(2)

co wykazemy za pomoca nieréwnosci Jacoba Bernoulliego (1689): (1 4 z)™ >
> 1+ nz dla z > —1 i naturalnego n (znanej juz Newtonowi czy René-Frangois
de Sluse). Mamy bowiem

ciag {z,} jest niemalejacy, a ciag {y,} jest nierosnacy,

Tapr _ (0 "+1)n+1 = (1+l)<1 n%l>n+l N
1 1 e 1 1
=(1+-)(1- ——— >(1+=)(1- =1,
(+0) (- m) =) (-a0)
yo (35" 1 <1+ﬁ>”+1_
Ynr1 (T4t (14 L)\ 142

:@O*m)M} <1+1ﬁ><1+ni1> -

Stw1erdzenla i (2) gwarantuja istnienie granic ciagéw {z} i {y,}. Poniewaz

= — 1 wiec granice te sa réwne — ich wspélng wartosé oznaczymy

Inl nl

jako e (jest to slynna liczba Eulera). Ponownie powolujac sie na i ,
wnioskujemy, ze x, < e < yp, czyli
1\" "
1+ — e ([1+4—— ] , n=2.
(1) <e< (i)

(3)

10



Zauwazmy teraz, ze

Yy
SQNZI—%—Fé—i—F...—%:
1 =1+1+1+1+...—|—1—2<1+1+1+...+1>=
T 2 3 4 2N 2 4 6 2N
T —1++1++...+1—(1+1+1+1+...+1>=
2 3 4 2N 2 3 4 N
1 1 1
77N+1+7N+2+"'+ﬁ'
7 wlasnosci funkeji wykladniczej mamy e%2V = 211[\[ e%, zatem z nieréwnosci
Kto zna calke Riemanna, szybko dojdzie n=N+1

do celu:

lim

1 1
N—oo (N+1+N+2+"'+2N)

otrzymujemy oszacowanie

2N 1\ & 2N 2N 1 n
11 <1+n> < J] en< ] <1+n1) :

1 n=N+1 n=N-+1 n=N+1
= lim — L _ [ % gdzie
N—ooo N 1+% 1+ 9N
e 0 II (1+1)_N+2 N +3 2N+1 _, 1
DN n N+1 N+2 2N N +1
ﬁ e L YN+l N2 oaN
n—-1) N N+1 =~ 2N-1
n=N+1
Zatem 1 Jesli0 <z <1, to
2 — eV L2 z z
N1 "< [ T 0
Powyzsza nier6wnos¢ dowodzi, ze Nlim eSN =2, 14+t T n4+1 T n+1 Y
— 00

Okreslenie logarytmu naturalnego i ciagtos¢ funkcji 0 0

2 3
wykladniczej (e*) zapewniaja, ze lim Syny = In2.
N—o00

gdy n — oo, a wtedy In(14+2) =2 — & + & — ...

Przyjmujac x = 1, otrzymujem, .
Poniewa, Son 11 = San + gxiy — In2, gdy N — oo, yimuja ymujemy (&)

wiec 11

1
1—§+§_Z+—1H2,

co konczy dowdd.

Do wyznaczenia przyblizonej wartosci In 2 warto uzyé

7 notatek znalezionych po $mierci Newtona wynika, ze
szybciej zbieznego rozwiniecia. James Gregory (1668)

okoto 1665 roku znal on juz rozwiniecie

do obliczania logarytmoéw stosowal rownosé 22 23
In =2l +—+—+... ).
- 3 5 i w elegancki sposéb obliczyt wartosci In2, In3, In5, In7

Zatem do 57 miejsca po przecinku. Uzyskane wyniki zachowat

jednak w tajemnicy.

1 i % =92 (1 + L + —
1-+ "3 3.3 5.3
Suma pierwszych trzech skladnikow daje przyblizenie In 2
z bledem wzglednym réwnym okolo 0,2%. Aby osiagnaé

taka doktadno$é, potrzebowaliby$Smy zsumowaé ponad
3000 pierwszych sktadnikow sumy @

In2=1In +...>z0,693.
Podane rozwiniecie daje dobre rezultaty dla malych
warto$ci x, dodatnich lub ujemnych, wiec Newton

obliczyl przyblizone wartosci dla
In(1,2) = In(1 +0,2), In(0,98) = In(1 — 0,02),
In(0,9) = In(1 — 0,1), In(0,8) = In(1 — 0,2),

Rachunek caltkowy, sformulowany w czasach, o ktérych ) i o
a nastepnie wykorzystal réwnosci

piszemy, pozwalal otrzymywaé ogdlniejsze rezultaty.

_ 1,2-1,2
Dla z # —1, o 2 — In (0,8 . 079) = 21In(1,2) — (In(0,8) + In(0,9)),
1 =1—z+ .TQ _ + (_1)n—1xn—1 + (_1) €z ) )
o LR s (22 C (m2 4 m(1,2) - (08

Calkujac to wyrazenie wyraz po wyrazie, mamy no =1 08 )~ (In2+In(1,2)) — In(0.8),

[ dt In5=1In (2 2) 2In2 —1n(0,8)
In(1 - T = = - 50,
n(1l+ x) 1 0.8

0

Chapeau bas!



