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883. ZnaleüÊ wszystkie funkcje f : R æ R spe≥niajπce równanie
f(x2 + y2) = f(x2) + f(xy) + f(y2) dla x, y œ R.

884. WykazaÊ, øe dla kaødej pary liczb naturalnych a > 2, b > 1 istnieje
nieskoÒczenie wiele takich liczb naturalnych n, øe liczba ban + 1 jest z≥oøona.

Zadanie 884 zaproponowa≥ pan Witold Bednarek z £odzi
Czo≥ówka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglÍdnieniu ocen rozwiπzaÒ zadaÒ
869 (W T = 1,34) i 870 (W T = 2,50)

z numeru 11/2023
Marek Spycha≥a Warszawa 45,31
Jerzy Cis≥o Wroc≥aw 45,14
Janusz Olszewski Warszawa 44,73
Pawe≥ Najman Kraków 44,50
Janusz Fiett Warszawa 43,82
Pawe≥ Kubit Kraków 41,99
Adam Woryna Ruda ål. 40,91
Piotr Wiúniewski Warszawa 40,81
Piotr Kumor Olsztyn 40,44
£ukasz Merta Kraków 37,42
Szymon Kitowski 34,48
Witold Bednarek £ódü 32,56

Wszyscy czterej Panowie sπ z nami od lat
i zaliczajπ, jedno po drugim, kolejne
okrπøenia bieøni 44p.: pan Marek
Spycha≥a po raz piπty; pan Jerzy Cis≥o po
raz siedemnasty; pan Janusz Olszewski po
raz dwudziesty czwarty; pan Pawe≥
Najman po raz dziewiπty (jakøe
niepozornie jawi siÍ przy tych wynikach
honor Weterana, przyznawany juø po
trzecim okrπøeniu. . . ).

Rozwiπzania zadaÒ z numeru 2/2024
Przypominamy treúÊ zadaÒ:

875. Dany jest ciπg (x1, . . . , xN ) o wyrazach xi œ {0, 1} (N jest ustalonπ liczbπ nieparzystπ). Niech
ak =

q
i<k

xi, bk =
q

i>k
(1 ≠ xi), ck = ak + bk (dla k = 1, . . . , N). Wiadomo, øe dok≥adnie jedna

liczba z wystÍpuje w ciπgu (c1, . . . , cN ) nieparzyúcie wiele razy. Dla ustalonego N wyznaczyÊ wszystkie
moøliwe wartoúci z.

876. WykazaÊ, øe dla liczb x, y, z > 0 o sumie 3 zachodzi nierównoúÊ
x

y2 + y + 1
+

y

z2 + z + 1
+

z

x2 + x + 1
> 1.

875. Znajdujemy w ciπgu (xi) blok 10 (jeúli istnieje) i wykonujemy transpozycjÍ
10 ‘æ 01. To znaczy, znajdujemy dowolny numer ¸ < N , dla którego x¸ = 1,
x¸+1 = 0 (wiÍc a¸+1 = a¸ + 1, b¸+1 = b¸ ≠ 1, c¸+1 = c¸) i tworzymy ciπg
(xÕ

1, . . . , xÕ
N

), przyjmujπc
xÕ

¸
= 0, xÕ

¸+1 = 1, xÕ
i

= xi dla i ”= ¸, ¸+1.

Okreúlamy (jak dla ciπgu (xi)): aÕ
k

=
q

i<k
xÕ

i
, bÕ

k
=

q
i>k

(1 ≠ xÕ
i
), cÕ

k
= aÕ

k
+ bÕ

k
.

Wtedy
aÕ

k
= ak, bÕ

k
= bk dla k ”= ¸, ¸+1;

aÕ
¸

= a¸, aÕ
¸+1 = a¸ ≠ 1, bÕ

¸
= b¸ ≠ 1, bÕ

¸+1 = b¸+1.

Stπd
cÕ

¸
= c¸ ≠ 1, cÕ

¸+1 = c¸+1 ≠ 1, cÕ
k

= ck dla k ”= ¸, ¸+1.

Kaøda wartoúÊ, wczeúniej obecna [lub nieobecna]
w ciπgu (ci), mog≥a zniknπÊ [lub pojawiÊ siÍ] jedynie
jednoczeúnie na dwóch pozycjach. Wobec tego wartoúÊ z
powinna wystπpiÊ w ciπgu (cÕ

k
) nadal nieparzyúcie wiele

razy, a kaøda inna wartoúÊ – parzyúcie wiele razy.

Powtarzajπc takie transpozycje, doprowadzamy
ciπg (xi) do postaci bez sekwencji 10; czyli do postaci
(0, . . . , 0¸ ˚˙ ˝

s

, 1, . . . , 1¸ ˚˙ ˝
N≠s

); liczba wystπpieÒ dowolnej wartoúci nie

zmieni≥a przy tym parzystoúci. Uzyskany ciπg generuje
(jak w treúci zadania) ciπgi (ak), (bk) dane jawnymi
wzorami:

ak =
I

0 dla k 6 s,
k≠s≠1 dla k > s,

bk =
I

s≠k dla k 6 s,
0 dla k > s.

Ciπg (ck) wyglπda teraz tak:
(s≠1, s≠2, . . . , 1, 0¸ ˚˙ ˝

s

, 0, 1, . . . , N≠s≠2, N≠s≠1¸ ˚˙ ˝
N≠s

).

Wyrazy centralne grupujπ siÍ w pary. Liczba z, która
ma wystπpiÊ nieparzyúcie wiele razy – co teraz oznacza:
dok≥adnie jeden raz – i byÊ przy tym jedynπ o tej
w≥asnoúci, musi byÊ jednym ze skrajnych wyrazów;
zaú grupowanie w pary musi objπÊ wszystkie wyrazy
pozosta≥e. To znaczy: wyraz pierwszy musi byÊ
równy przedostatniemu (s≠1 = N≠s≠2, i wtedy
z = N≠s≠1); lub wyraz drugi równy ostatniemu
(s≠2 = N≠s≠1, i wtedy z = s≠1). W pierwszym
przypadku s = 1

2 (N ≠ 1); w drugim s = 1
2 (N + 1).

W obu przypadkach z = 1
2 (N ≠ 1). Jest to jedyna

moøliwa wartoúÊ, o jakπ pyta zadanie. Uzyskiwana jest
dla kaødego ciπgu (xi), w którym liczba zer (czyli s)
róøni siÍ o 1 od liczby jedynek.

876. Funkcja f(t) = (t2 + t + 1)≠1 ma pochodnπ drugiego rzÍdu, wyraøajπcπ
siÍ wzorem f ÕÕ(t) = 6(t2 + t + 1)≠3(t2 + t), dodatniπ dla t > 0, co oznacza,
øe f jest wypuk≥a w przedziale [0, Œ). Stosujemy nierównoúÊ Jensena (z wagami
x

3 , y

3 , z

3 , o sumie 1):
x

3 f(y) + y

3 f(z) + z

3 f(x) > f
1xy

3 + yz

3 + zx

3

2
.

Wyraøenie po lewej stronie – to suma dana w zadaniu, podzielona przez 3.
Wystarczy zatem dowieúÊ, øe dla w = xy + yz + zx zachodzi nierównoúÊ
f(w/3) > 1/3.

Poniewaø w 6 x2 + y2 + z2, wiÍc 3w 6 2w + (x2 + y2 + z2) = (x + y + z)2 = 9,Regulamin Ligi znajduje siÍ na naszej
stronie: www.deltami.edu.pl/klub-44/
regulamin/

czyli w/3 6 1. Funkcja f jest malejπca w przedziale [0, Œ), zaú f(1) = 1/3. Stπd
f(w/3) > 1/3.
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Redaguje Eløbieta ZAWISTOWSKA

780. Ma≥a pi≥eczka spadajπca z wysokoúci h na twardπ pod≥ogÍ odskakuje
na wysokoúÊ h/3. Na niciach o d≥ugoúciach l zawieszono stykajπce siÍ ze sobπ
dwie takie pi≥eczki. Jednπ z nich odchylono od pionu o kπt fi/2 i puszczono
swobodnie. O jakie kπty odchylπ siÍ nici po zderzeniu pi≥eczek?

781. W odleg≥oúci R od nieruchomego ≥adunku Q > 0 znajduje siÍ ma≥a kulka
o masie m, na≥adowana ≥adunkiem ≠Q. Uk≥ad znajduje siÍ w jednorodnym polu
magnetycznym, którego linie pola sπ prostopad≥e do odcinka ≥πczπcego ≥adunki.
Po oswobodzeniu kulka zaczyna siÍ poruszaÊ, a minimalna odleg≥oúÊ, na jakπ
zbliøa siÍ do nieruchomego ≥adunku, wynosi R/2. ZnaleüÊ wartoúÊ indukcji pola
magnetycznego.

Czo≥ówka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglÍdnieniu ocen rozwiπzaÒ zadaÒ

766 (W T = 3,06), 767 (W T = 1,86)
z numeru 11/2023

Marian £upieøowiec Gliwice 3 – 44 + 0,88
Jacek Konieczny PoznaÒ 38,28
Ryszard Baniewicz W≥oc≥awek 1 – 35,93
Konrad Kapcia PoznaÒ 2 – 35,60
Pawe≥ Perkowski Oøarów Maz. 5 – 31,19
Andrzej

Nowogrodzki Chocianów 3 – 22,39
Jan Zambrzycki Bia≥ystok 4 – 17,82

D

U

Rys. 1

v≠v0

µ�t

v+�v

M≠µ�t

Rys. 2

Rozwiπzania zadaÒ z numeru 2/2024
Przypominamy treúÊ zadaÒ:

772. Rakieta jest rozpÍdzana w wyniku wyrzucania ciπg≥ego strumienia gazu, którego prÍdkoúÊ
wzglÍdem rakiety jest sta≥a i wynosi v0. Poczπtkowa prÍdkoúÊ rakiety jest równa zeru. Ile
wynosi prÍdkoúÊ rakiety, gdy jej energia kinetyczna osiπga wartoúÊ maksymalnπ? Si≥Í ciÍøkoúci
zaniedbujemy.

773. Na górze ustawionej pionowo zwojnicy leøy cienki kawa≥ek kartonu, a na nim ma≥y
nadprzewodzπcy pierúcieÒ z cienkiego drutu, którego úrednica d1 jest znaczπco mniejsza od úrednicy
pierúcienia D (rys. 1). Po pod≥πczeniu zwojnicy do üród≥a napiÍcia U szeregowo z kondensatorem
pierúcieÒ podskakuje, gdy U > U0. Jakie powinno byÊ napiÍcie üród≥a w analogicznym doúwiadczeniu
z pierúcieniem o takiej samej úrednicy, ale wykonanego z drutu o úrednicy d2? Wspó≥czynnik
samoindukcji takiego pierúcienia wynosi w przybliøeniu L = kDln (1,4D/d). Opór zwojnicy moøemy
pominπÊ.

772. Gdy energia rakiety osiπga wartoúÊ maksymalnπ,
jej pochodna po czasie jest równa zeru:

d

dt

3
1
2Mv2

4
= 1

2
dM

dt
v2 + 1

2M2v
dv

dt
= 0,

gdzie przez M oznaczyliúmy masÍ rakiety, stπd jej
prÍdkoúÊ

v = 2M

µ

dv

dt
.

µ = ≠dM/dt jest sta≥π masπ gazu wyp≥ywajπcego
z rakiety w jednostce czasu.

Przyspieszenie rakiety a znajdziemy z zasady
zachowania pÍdu uk≥adu rakieta–gaz, dla bardzo ma≥ego
przedzia≥u czasu (rys. 2):

Mv = µ�t (v ≠ v0) + (M ≠ µ�t) (v + �v) .

UwzglÍdniajπc, øe µ�t π M , otrzymujemy
a = �v/�t = µv0/M.

Szukana prÍdkoúÊ, odpowiadajπca maksymalnej energii
kinetycznej rakiety, jest równa 2v0.

773. Prawo Kirchhoffa dla zamkniÍtego obwodu
zwojnicy o zaniedbywalnym oporze ma postaÊ:

U ≠ Lz

dIz

dt
= Q

C
,

gdzie Lz jest indukcyjnoúciπ zwojnicy, Q ≥adunkiem na
kondensatorze o pojemnoúci C, a Iz natÍøeniem prπdu
w obwodzie. Korzystajπc ze zwiπzku Iz = dQ/dt, mamy:

d2Q

dt2 + Q

LzC
= U

Lz

.

Wprowadzajπc oznaczenia 1/LzC = Ê2 i q = Q ≠ UC,
otrzymujemy równanie oscylatora harmonicznego:

d2q

dt2 + Ê2q = 0,

z warunkami poczπtkowymi w chwili zamkniÍcia klucza:

q (0) = Q (0) ≠ UC = ≠UC oraz dq

dt
(0) = Iz (0) = 0.

Rozwiπzanie tego równania ma postaÊ:
q (t) = ≠UC cos Êt,

stπd Iz(t) = UCÊ sin Êt. NatÍøenie prπdu I
w nadprzewodzπcym pierúcieniu o indukcyjnoúci L
znajdziemy z równania

≠d„

dt
≠ L

dI

dt
= 0,

gdzie „ jest zewnÍtrznym strumieniem pola
magnetycznego przez powierzchniÍ pierúcienia. W chwili
poczπtkowej „ (0) = 0, zatem I = ≠„/L. StrumieÒ „
jest proporcjonalny do powierzchni pierúcienia oraz
do wartoúci wektora indukcji w zwojnicy, który z kolei
jest proporcjonalny do natÍøenia prπdu w zwojnicy:
„ ≥ IzD2 ≥ UD2. UwzglÍdniajπc to, otrzymujemy

I ≥ UD2

L
.

Maksymalna wartoúÊ si≥y elektrodynamicznej F
dzia≥ajπcej na pierúcieÒ w kierunku pionowym jest
proporcjonalna do d≥ugoúci pierúcienia, natÍøenia prπdu
w zwojnicy i natÍøenia prπdu w pierúcieniu:

F ≥ DIIz ≥ D3U2

L
.

PierúcieÒ bÍdzie podskakiwaÊ, gdy si≥a F bÍdzie
wiÍksza od si≥y ciÍøkoúci dzia≥ajπcej na pierúcieÒ,
proporcjonalnej do Dd2. W granicznym przypadku, gdy
si≥y te równowaøπ siÍ, D3U2/L ≥ Dd2, stπd U ≥ d

Ô
L/D.

W pierwszym przypadku rozwaøanym w zadaniu
U0 ≥ d1

Ô
L1/D, w drugim U0

Õ ≥ d2
Ô

L2/D. NapiÍcie
üród≥a w drugim przypadku musi spe≥niaÊ warunek:

U > U Õ
0 = U0

Û
ln (1,4D/d2)
ln (1,4D/d1)

d2
d1

.
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