Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 883, 884

Redaguje Marcin E. KUCZMA

883. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

1-44

F@+y°) = f(@®) + flay) + f(y7)

dla z,y € R.

884. Wykazaéd, ze dla kazdej pary liczb naturalnych a > 2, b > 1 istnieje
nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze liczba ba™ + 1 jest ztozona.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2024

Zadanie 884 zaproponowal pan Witold Bednarek z t.odzi

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
869 (WT =1,34) i 870 (WT = 2,50)

Rozwigzania zadan z numeru 2/2024

z numeru 11/2023 Przypominamy tres¢ zadan:
Marek S_pyChala Warszawa 45,31 875. Dany jest ciag (z1,...,¢ n) o wyrazach x; € {0,1} (N jest ustalong liczba nieparzysta). Niech
Jerzy Cisto Wroctaw 45,14 . N - o .
Janusz Olszewski Warszawa 44,73 ag =) ., Tis br = 2 iss x;), Cp = Qg b (dla k=1,...,1 N). Wiadomo, ze dokladnie jedna
Pawel Najman Krakéw 44,50 liczba z wystepuje w ciagu (c1,...,cn) nieparzyscie wiele razy. Dla ustalonego N wyznaczy¢ wszystkie
Janusz Fiett Warszawa 43,82 mozliwe wartosci z.
Pawel Kubit Krakéw 41,99 i i ) )
Adam Woryna Ruda $1 40.91 876. Wykazad, ze dla liczb z, y, 2z 0 o sumie 3 zachodzi nieréwnosc

. >

Piotr Widniewski = Warszawa 40,81 - " Y + -
Piotr Kumor Olsztyn 40,44 y2 +y+ 1 22 + 2+ 1 2 4z +1
Lukasz Merta Krakéw 37,42
Szymon Kitowski 34,48 875. Znajdujemy w ciggu (z;) blok 10 (jesli istnieje) i wykonujemy transpozycj
Witold Bednarek — Loédz 32,56 Jaujeny agu (z;) (J je) i wy jemy pozycje

Wszyscy czterej Panowie sg z nami od lat
i zaliczajg, jedno po drugim, kolejne (gg'17 .
okrazenia biezni 44p.: pan Marek
Spychala po raz piaty; pan Jerzy Cislo po
raz siedemnasty; pan Janusz Olszewski po
raz dwudziesty czwarty; pan Pawel

Najman po raz dziewiaty (jakze Wtedy
niepozornie jawi si¢ przy tych wynikach
honor Weterana, przyznawany juz po
trzecim okrazeniu...). ,
ap = Gy,
Stad
G=c—1, ci=cqp1—1, ¢ =c dak#L(+].

Kazda wartosé, wezesniej obecna [lub nieobecnal

w ciagu (¢;), mogta zniknaé [lub pojawié sie] jedynie
jednoczeénie na dwéch pozycjach. Wobec tego wartosé z
powinna wystapi¢ w ciaggu (¢},) nadal nieparzyscie wiele
razy, a kazda inna warto$é¢ — parzyécie wiele razy.

Powtarzajac takie transpozycje, doprowadzamy
ciag (x;) do postaci bez sekwencji 10; czyli do postaci
(0,...,0,1,...,1); liczsba wystapienn dowolnej warto$ci nie
—— ——

s N—s
zmienila przy tym parzystodci. Uzyskany ciag generuje
(jak w tresci zadania) ciagi (ax), (bx) dane jawnymi
wzorami:

dla k < s,

0
[
{ksl dla k£ > s,

by — s—k dlak <s,
Tl0 dlak>s.

/!
ap, = af,

10 — 01. To znaczy, znajdujemy dowolny numer ¢ < N, dla ktérego z, = 1,
o1 =0 (wiec app1 = ap+ 1, bpp1 =bp — 1, cpr1 = ¢¢) 1 tworzymy ciag
-,y ), przyjmujac
xp =0,
Okreslamy (jak dla ciagu (z;)): aj, = >, @5, b, = >, (1 — 27), ¢, = aj, + 1),

rp =1, aj=a; dlai#l(+]1.

b, = bi

r_
ap g = ap — 1,

dla k # £, 0+1;

By=by—1, by =ber.

Ciag (cx) wyglada teraz tak:
(s—1,s—2,...,1,0,0,1,...,N—s—2, N—s—1).

s N—s

Wyrazy centralne grupuja sie w pary. Liczba z, ktéra
ma wystapié¢ nieparzyscie wiele razy — co teraz oznacza:
doktadnie jeden raz — i by¢ przy tym jedyng o tej
wtlasnosci, musi by¢ jednym ze skrajnych wyrazow;

za$ grupowanie w pary musi objaé¢ wszystkie wyrazy
pozostate. To znaczy: wyraz pierwszy musi by¢

réwny przedostatniemu (s—1 = N—s—2, i wtedy

z = N—s—1); lub wyraz drugi réwny ostatniemu

(s—2 = N-s-1, i wtedy z = s—1). W pierwszym
przypadku s = %(N —1); w drugim s = %(N +1).

W obu przypadkach z = %(N —1). Jest to jedyna
mozliwa wartos¢, o jaka pyta zadanie. Uzyskiwana jest
dla kazdego ciagu (x;), w ktérym liczba zer (czyli s)
rézni sie o 1 od liczby jedynek.

876. Funkcja f(t) = (t> +t + 1)~ ma pochodng drugiego rzedu, wyrazajaca
sie wzorem f'(t) = 6(t> +t+ 1)73(t? +t), dodatnia dla t > 0, co oznacza,
ze [ jest wypukla w przedziale [0, c0). Stosujemy nieréwnos$é Jensena (z wagami

xr Yy z

5%, 5, 0 sumie 1):

Ty yz

SH YR+ fw > (.

3 3 3

Wyrazenie po lewej stronie — to suma dana w zadaniu, podzielona przez 3.
Wystarczy zatem dowies¢, ze dla w = zy + yz + zz zachodzi nieréwnosé

flw/3) > 1/3.

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [www.deltami.edu.pl/klub-44/
regulamin/

flw/3) = 1/3.
20

Poniewaz w < 22 + 9% + 22, wiec 3w < 2w+ (22 + 3?2 +22) = (v +y + 2)2 =9,
czyli w/3 < 1. Funkcja f jest malejaca w przedziale [0, 00), za$ f(1) = 1/3. Stad


https://www.deltami.edu.pl/klub-44/regulamin/
https://www.deltami.edu.pl/klub-44/regulamin/

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

780. Mata piteczka spadajaca z wysokosci h na twarda podtoge odskakuje
na wysoko$é h/3. Na niciach o dlugosciach [ zawieszono stykajace sie ze soba
dwie takie pileczki. Jedna z nich odchylono od pionu o kat 7/2 i puszczono

Termin nadsylania rozwigzaii: 31 VIII 2024 gwobodnie. O jakie katy odchyla sie nici po zderzeniu piteczek?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
766 (WT = 3,06), 767 (WT = 1,86)

z numeru 11/2023
Marian Lupiezowiec Gliwice -
Jacek Konieczny Poznan
Ryszard Baniewicz Wtloctawek
Konrad Kapcia Poznan 2-35,60
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5—31,19 magnetyCZIlegO-

+0,88

Andrzej
Nowogrodzki  Chocianéw  3-22,39
Jan Zambrzycki Bialystok 4-17,82

Rys. 1

D_v:vo E: v+Av
nAt M—pAt
Rys. 2

772. Gdy energia rakiety osiaga warto$¢ maksymalna,
jej pochodna po czasie jest réwna zeru:
d (1 1dM 1 dv
dt<2 ”) sar UM =Y
gdzie przez M oznaczyliSmy mase rakiety, stad jej
predkosé
_ 2M dv
oo dt’
w= —dM/dt jest stala masa gazu wyplywajacego
z rakiety w jednostce czasu.

Przyspieszenie rakiety a znajdziemy z zasady
zachowania pedu uktadu rakieta—gaz, dla bardzo matego
przedzialu czasu (rys. 2):

Muv = pAt (v —vg) + (M — pAt) (v + Av).
Uwzgledniajac, ze pAt < M, otrzymujemy
a=Av/At = pvyg/M.

Szukana predkosé, odpowiadajaca maksymalnej energii
kinetycznej rakiety, jest réwna 2vg.

773. Prawo Kirchhoffa dla zamknigtego obwodu
zwojnicy o zaniedbywalnym oporze ma postac:

dI. _Q
fdt O’
gdzie L, jest indukcyjnoscia zwojnicy, @) tadunkiem na
kondensatorze o pojemnoéci C, a I, natezeniem pradu
w obwodzie. Korzystajac ze zwiazku I, = dQ/dt, mamy:

Q. Q _U
at?

U-L

L.C L.
Whprowadzajac oznaczenia 1/L,C =w?iq¢=Q — UC,
otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicznego:

@

ez w?q =0,

781. W odlegtosci R od nieruchomego tadunku @ > 0 znajduje si¢ mata kulka
o masie m, naladowana ladunkiem —@. Uklad znajduje sie w jednorodnym polu
magnetycznym, ktérego linie pola sa prostopadle do odcinka taczacego tadunki.
38,28 Po oswobodzeniu kulka zaczyna si¢ poruszaé¢, a minimalna odlegtod¢, na jaka
1-35,93 ghliza sie do nieruchomego ladunku, wynosi R/2. ZnaleZ¢ warto$é¢ indukcji pola

z warunkami poczatkowymi w chwili zamknigcia klucza:
d
q(0)=Q(0) —UC =-UC oraz 33(0) = 1. (0) = 0.
Rozwiazanie tego réwnania ma postac:
q(t) = -UC coswt,
stad I, (t) = UCwsin wt. Natezenie pradu I

w nadprzewodzacym pierscieniu o indukcyjnosci L
znajdziemy z réwnania

gdzie ¢ jest zewnetrznym strumieniem pola
magnetycznego przez powierzchnie pierécienia. W chwili
poczatkowej ¢ (0) = 0, zatem I = —¢/L. Strumien ¢
jest proporcjonalny do powierzchni pierscienia oraz

do wartosci wektora indukcji w zwojnicy, ktoéry z kolei
jest proporcjonalny do natezenia pradu w zwojnicy:

¢ ~ I1,D? ~ UD?. Uwzgledniajac to, otrzymujemy

2
INUD.

Maksymalna wartos¢ sity elektrodynamicznej F
dzialajacej na pierscienn w kierunku pionowym jest
proporcjonalna do dtugosci pierécienia, natezenia pradu
w zwojnicy i natezenia pradu w pierscieniu:

3772
FNDHZNDU.

Piersécien bedzie podskakiwaé, gdy sita F' bedzie
wieksza od sity ciezkosci dzialajacej na pierdcien,
proporcjonalnej do Dd?. W granicznym przypadku, gdy
sity te réwnowaza sie, D3U?/L ~ Dd?, stad U ~ dv/L/D.
W pierwszym przypadku rozwazanym w zadaniu

Uy ~ di1v/L1/D, w drugim Uy’ ~ d2+v/La/D. Napiecie
zrodta w drugim przypadku musi spelnia¢ warunek:

In(1,4D/dy) d>

!
= Uy | D2/ 02) G2
U>U=U0\ 1n@an/dy) d



