
Proste i punkty w úwiecie abstrakcji Bart≥omiej BZD GA
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Opublikowany w tym numerze Kπcik Poczπtkujπcego
Olimpijczyka nr 66 poúwiÍcony jest zastosowaniu
przekszta≥ceÒ afinicznych w rozwiπzywaniu zadaÒ
olimpijskich. W niniejszym artykule przedstawiam nieco
bardziej abstrakcyjne spojrzenie na tÍ tematykÍ.

Uogólniona p≥aszczyzna

TrójkÍ
� = (P, L,s),

w której P i L sπ zbiorami, a s jest relacjπ pomiÍdzy
ich elementami (czyli dla kaødego P œ P i ¸ œ L
zdanie P s ¸ jest prawdziwe lub fa≥szywe), nazywamy
uogólnionπ p≥aszczyznπ. Jest to faktycznie obiekt
niezmiernie ogólny, gdyø elementy zbiorów P i L mogπ
byÊ czymkolwiek. Dla przyk≥adu, P moøe byÊ zbiorem
potraw, L – zbiorem ludzi, a relacja P s ¸ oznacza, øe
¸ lubi P . I to naprawdÍ jest pe≥noprawna uogólniona
p≥aszczyzna!

Chcπc jednak pozostaÊ nieco bliøej planimetrii,
umownie bÍdziemy nazywaÊ:

P – zbiorem punktów,
L – zbiorem prostych,
s – relacjπ incydencji.

Zamiast punkt P jest incydentny z prostπ ¸ moøemy
powiedzieÊ: punkt P leøy na prostej ¸ lub prosta ¸
przechodzi przez punkt P . Waøna uwaga – na
p≥aszczyünie euklidesowej proste w pewnym sensie sπ
zbiorami punktów i relacja s jest po prostu relacjπ œ.
W ogólnoúci wcale nie musi tak byÊ.

Punkty P1,P2, . . . nazywamy wspó≥ liniowymi, gdy istnieje
prosta ¸, która przechodzi przez kaødy z nich. Jeúli przez
pewien punkt P przechodzi kaøda z prostych ¸1,¸2, . . ., to
nazywamy te proste wspó≥pÍkowymi. Proste ¸1 i ¸2, które
nie sπ wspó≥pÍkowe, nazywamy równoleg≥ymi. Piszemy
wówczas ¸1 Î ¸2. Dodatkowo zak≥adamy, øe kaøda prosta
jest równoleg≥a do samej siebie.

P≥aszczyzna afiniczna

Aby nieco ograniczyÊ liczbÍ obiektów, z którymi
bÍdziemy pracowaÊ, wprowadzamy pojÍcie p≥aszczyzny
afinicznej, która – oprócz tego, øe jest uogólnionπ
p≥aszczyznπ – spe≥nia dodatkowo trzy aksjomaty.
Kaødy z nich opiszÍ krótko, podajπc, w jakim celu jest
wprowadzony i jakie daje korzyúci.

Aksjomat (A1). Przez kaøde dwa punkty przechodzi
dok≥adnie jedna prosta.

Moøemy zatem bez wyrzutów sumienia mówiÊ
prosta AB, bo taka prosta istnieje i jest dok≥adnie
jedna. Bezpoúredniπ konsekwencjπ tego aksjomatu
jest to, øe kaøde dwie proste albo sπ równoleg≥e,
albo istnieje dok≥adnie jeden punkt incydentny
z nimi dwiema. W tym drugim przypadku bÍdziemy
mówiÊ, øe proste siÍ przecinajπ, a wspomniany punkt
nazwiemy ich punktem przeciÍcia. Jeúli trójka punktów
(A, B, C) nie jest wspó≥liniowa, to bÍdziemy jπ nazywaÊ

trójkπtem ABC. Jeøeli czwórka punktów (A, B, C, D)
spe≥nia warunki: AB Î CD i BC Î DA oraz te cztery
proste sπ róøne, to mówimy o równoleg≥oboku ABCD.

Aksjomat (A2). Dla kaødego punktu P i prostej ¸
istnieje dok≥adnie jedna prosta przechodzπca przez
punkt P i równoleg≥a do prostej ¸.

DziÍki temu aksjomatowi relacja równoleg≥oúci
jest przechodnia: jeøeli ¸1 Î ¸2 i ¸2 Î ¸3, to ¸1 Î ¸3 –
w przeciwnym razie istnia≥by punkt, przez który
przechodzπ dwie proste (¸1 i ¸3) równoleg≥e do ¸2.
Moøemy zatem podzieliÊ zbiór L na takie roz≥πczne
parami podzbiory Ki indeksowane elementami i
z pewnego zbioru I, øe zachodzi równowaønoúÊ
¸1 Î ¸2 … ¸1, ¸2 œ Ki dla pewnego i œ I. Podzbiory te, czyli
klasy równoleg≥oúci prostych, nazywamy kierunkami.

Drugim waønym wnioskiem jest to, øe kaødy trójkπt
ABC moøna uzupe≥niÊ do równoleg≥oboku ABCD.
Konstrukcja jest nastÍpujπca. Niech ¸1 bÍdzie prostπ
równoleg≥π do AB, przechodzπcπ przez C oraz niech ¸2
bÍdzie prostπ równoleg≥π do BC, przechodzπcπ przez A.
Mamy ¸1 Î AB , BC Î ¸2. Oznacza to, øe proste ¸1
i ¸2 naleøπ do róønych kierunków, wiÍc siÍ przecinajπ.
Jeúli D jest ich punktem przeciÍcia, to ABCD jest
równoleg≥obokiem.

Aksjomat (A3). Istnieje trójkπt.

Ten aksjomat zapobiega sytuacji zupe≥nie nieciekawej,
w której wszystkie punkty leøπ na jednej prostej.
Moøna powiedzieÊ wiÍcej: dla kaødej prostej istniejπ
co najmniej dwa punkty, przez które ta prosta nie
przechodzi – pierwszy wprost z aksjomatu, drugi
z konstrukcji równoleg≥oboku. Niech ABC bÍdzie
trójkπtem, który uzupe≥niamy do równoleg≥oboku
ABCD. Dla dowolnej prostej ¸ mamy ¸ , AB lub ¸ , BC.
W pierwszym przypadku prostπ ¸ przecinajπ proste AB
i CD, które sπ róøne i równoleg≥e – stπd na prostej ¸
leøπ co najmniej dwa punkty. W drugim przypadku
jest analogicznie. Zatem kaøda prosta przechodzi przez
co najmniej dwa punkty. Teraz juø moøemy utoøsamiÊ
prostπ ze zbiorem punktów, przez które przechodzi!
Zamiast P s ¸ moøemy teraz pisaÊ P œ ¸.

Kolineacje p≥aszczyzny afinicznej

Przekszta≥cenie L : P æ P nazywamy kolineacjπ
p≥aszczyzny �, jeúli jest bijekcjπ oraz spe≥nia
nastÍpujπcy warunek: dla kaødej trójki wspó≥liniowych
punktów A, B, C punkty L(A), L(B), L(C) równieø sπ
wspó≥liniowe.

Twierdzenie. Niech L bÍdzie kolineacjπ p≥aszczyzny
afinicznej. Wówczas dla kaødej prostej ¸ œ L zbiór L(¸)
teø jest prostπ.

Mówiπc proúciej, obrazami prostych sπ proste.

Dowód. Niech punkty A i B leøπ na prostej ¸. Przez
punkty primowane zawsze oznaczaÊ bÍdziemy obrazy
punktów nieprimowanych. Oznaczmy ¸Õ = AÕBÕ.
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Z definicji kolineacji wynika, øe dla kaødego X œ ¸
zachodzi X Õ œ ¸Õ, wiÍc L(¸) ™ ¸Õ. Trzeba jeszcze wykazaÊ
przeciwne zawieranie. PrzypuúÊmy, øe tak nie jest
i niech punkt C ”œ ¸, ale C Õ œ ¸Õ. Poniewaø AÕ, BÕ, C Õ œ ¸Õ,
obrazy prostych AB, BC i CA sπ zawarte w ¸Õ.
Uzupe≥nijmy trójkπt ABC do równoleg≥oboku ABCD.
Niech P bÍdzie dowolnym punktem róønym od A, B,
C, D. Wówczas CP , AB lub AP , BC. W pierwszym
przypadku proste CP i AB przecinajπ siÍ w pewnym
punkcie Q. Poniewaø Q leøy na AB, mamy QÕ œ ¸Õ.
Równieø C Õ œ ¸Õ, wiÍc P Õ œ ¸Õ.

A BQ

CD

P

Drugi przypadek jest analogiczny. Wnioskujemy stπd,
øe L(P \ {D}) ™ ¸Õ. Funkcja F : P æ P jest bijekcjπ,
wiÍc co najwyøej jeden punkt (DÕ) nie leøy na prostej ¸Õ.
Jest to poszukiwana sprzecznoúÊ, bo powinny byÊ co
najmniej dwa takie punkty. ⇤
Jednym z najwaøniejszych wniosków jest to, øe
przekszta≥cenie odwrotne do kolineacji p≥aszczyzny
afinicznej równieø jest kolineacjπ p≥aszczyzny
afinicznej. Kolejne, nietrudne wnioski pozostawiam
Czytelnikowi: obrazami/przeciwobrazami trójkπtów
sπ trójkπty, par prostych równoleg≥ych – pary prostych
równoleg≥ych, par prostych przecinajπcych siÍ – pary
prostych przecinajπcych siÍ, a równoleg≥oboków –
równoleg≥oboki.
P≥aszczyzna afiniczna R2

Od teraz bÍdziemy prowadziÊ rozwaøania dla
p≥aszczyzny euklidesowej R2, która, jak ≥atwo sprawdziÊ,
z punktami P = (x, y) oraz prostymi ¸ = {(x, y) :
ax + by + c = 0} (a2 + b2 ”= 0) spe≥nia definicjÍ
p≥aszczyzny uogólnionej z relacjπ œ oraz aksjomaty
p≥aszczyzny afinicznej. Celem jest nastÍpujπce
Twierdzenie. Kolineacje p≥aszczyzny R2 sπ tym
samym, co przekszta≥cenia afiniczne, czyli odwzorowania
bijektywne F : R2 æ R2, spe≥niajπce nastÍpujπce
warunki:

(1) obrazami prostych sπ proste;
(2) jeúli ≠≠æ

SX = x
≠æ
SA dla pewnej liczby rzeczywistej x, to

≠≠≠≠≠≠≠æ
F (S)F (X) = x

≠≠≠≠≠≠≠æ
F (S)F (A).

Dowód. Kaøde przekszta≥cenie afiniczne jest kolineacjπ
– wynika to z warunku (1). Za≥óømy zatem, øe
przekszta≥cenie L jest kolineacjπ R2. Warunek (1) juø
udowodniliúmy, dowód warunku (2) podzielimy na kilka
kroków. Tak jak poprzednio, niech punkty primowane
bÍdπ obrazami punktów nieprimowanych.

Krok 1. Jeúli ≠≠≠æ
A1B1 = ≠≠≠æ

A2B2, to
≠≠≠æ
AÕ

1BÕ
1 =

≠≠≠æ
AÕ

2BÕ
2.

Jeøeli proste A1B1 i A2B2 sπ róøne, to A1B1B2A2 jest
równoleg≥obokiem, wiÍc jego obraz AÕ

1BÕ
1BÕ

2AÕ
2 teø jest

równoleg≥obokiem. W przeciwnym razie rozwaøamy
dodatkowy wektor ≠≠≠æ

A3B3, który leøy poza prostπ A1B1.
Korzystajπc dwukrotnie z pierwszego przypadku, mamy≠≠≠æ
AÕ

1BÕ
1 =

≠≠≠æ
AÕ

3BÕ
3 =

≠≠≠æ
AÕ

2BÕ
2.

Niech V bÍdzie zbiorem wektorów swobodnych,
dwuwymiarowych, o wspó≥rzÍdnych rzeczywistych.
Korzystajπc z powyøszego, moøemy zdefiniowaÊ
przekszta≥cenie T : V æ V indukowane przez kolineacjÍ L

w nastÍpujπcy sposób: T (v̨) =
≠≠≠æ
AÕBÕ, dla punktów A i B

spe≥niajπcych równoúÊ v̨ = ≠≠æ
AB. Przekszta≥cenie T jest

poprawnie i jednoznacznie okreúlone za pomocπ L.
Jeúli znamy T oraz wiemy, øe L(S) = SÕ, to moøemy
jednoznacznie odtworzyÊ przekszta≥cenie L za pomocπ
równoúci

≠≠≠æ
SÕX Õ = T (≠≠æSX).

Krok 2. T (ų + v̨) = T (ų) + T (v̨) oraz T (tv̨) = tT (v̨) dla
kaødego wymiernego t.
Rozwaømy takie punkty A, B, C, øe ų = ≠≠æ

AB i v̨ = ≠≠æ
BC.

Wtedy

T (ų + v̨) = T (≠æ
AC) =

≠≠æ
AÕC Õ =

≠≠≠æ
AÕBÕ +

≠≠≠æ
BÕC Õ = T (ų) + T (v̨).

Dalej indukcyjnie T ((n + 1)v̨) = T (nv̨ + v̨) =
= T (nv̨) + T (v̨) = nT (v̨) + T (v̨) = (n + 1)T (v̨)
z warunkiem poczπtkowym n = 1. Stπd mT ( n

m
v̨) =

= T (nv̨) = nT (v̨), wiÍc T ( n

m
v̨) = n

m
T (v̨). Pozostaje

zauwaøyÊ, øe T (≠v̨) = ≠T (v̨).

Rozwaømy proste ¸a i ¸b przecinajπce siÍ w punkcie S.
Niech A, B ”= S bÍdπ odpowiednio punktami na
prostych ¸a i ¸b oraz niech ą = ≠æ

SA i b̨ = ≠æ
SB. Okreúlmy

funkcjÍ „ : R æ R w taki sposób, øe T (xą) = „(x)T (̨a)
dla kaødego x œ R. Analogicznie niech T (y̨b) = Â(y)T (̨b).
Z poprzedniego kroku wynika, øe Â(t) = „(t) = t dla
wszystkich t wymiernych.

Krok 3. „ = Â.
Niech x = y oraz ≠≠æ

SX = xą i ≠æ
SY = y̨b. Mamy XY Î AB,

wiÍc X ÕY Õ Î AÕBÕ. Stπd „(x) = Â(y).

S
Õ

S

X
Õ

A
Õ

YB

Y
Õ B

Õ

X

A

Krok 4. „(x + y) = „(x) + „(y) dla x i y rzeczywistych.
Zachodzπ równoúci: „(x)T (̨a) + „(y)T (̨a) = T (xą) +
+ T (yą) = T (xą + yą) = T ((x + y)̨a) = „(x + y)T (̨a).

Krok 5. Funkcja „ jest niemalejπca.
Rozwaømy wektor v̨ = xą + b̨. Wektor xv̨ jest do
niego równoleg≥y, wiÍc wektory T (v̨) = „(x)T (̨a) +
T (̨b) i T (xv̨) = „(x2)T (̨a) + „(x)T (̨b) sπ równoleg≥e.
Majπ one zatem proporcjonalne wspó≥czynniki przy
T (̨a) i T (̨b), co prowadzi do równoúci „(x2) = „(x)2.
Wnioskujemy stπd, øe jeúli t > 0, to „(t) = „(

Ô
t)2 > 0.

Dla y > x zapiszmy y = x + t. Mamy „(y) = „(x + t) =
= „(x) + „(t) > „(x).

Krok 6. „(t) = t dla kaødego t œ R.
Funkcja „ jest niemalejπca oraz identycznoúciowa na
zbiorze liczb wymiernych, wiÍc jest identycznoúciowa na
zbiorze liczb rzeczywistych, gdyø zbiór liczb wymiernych
jest w nim gÍsty.

Zauwaømy, øe teza kroku 6 t≥umaczy siÍ na równoúÊ
z warunku (2). Uff, koniec dowodu!
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