Opublikowany w tym numerze Kacik Poczatkujacego
Olimpijczyka nr 66 poswiecony jest zastosowaniu
przeksztalcen afinicznych w rozwiazywaniu zadan
olimpijskich. W niniejszym artykule przedstawiam nieco
bardziej abstrakcyjne spojrzenie na te tematyke.

Trojke

H = (’P7 ﬁ? N)?
w ktorej P i L sa zbiorami, a ~ jest relacja pomiedzy
ich elementami (czyli dla kazdego P e Pile L
zdanie P ~ ¢ jest prawdziwe lub falszywe), nazywamy
uwogolniong plaszczyzng. Jest to faktycznie obiekt
niezmiernie ogdlny, gdyz elementy zbioréw P i £ moga
by¢ czymkolwiek. Dla przyktadu, P moze by¢ zbiorem
potraw, £ — zbiorem ludzi, a relacja P ~ { oznacza, ze
£ lubi P. I to naprawde jest pelnoprawna uogdlniona
plaszczyznal

Chcac jednak pozostaé nieco blizej planimetrii,
umownie bedziemy nazywac:

P — zbiorem punktow,

L — zbiorem prostych,

~ — relacja incydencyi.
Zamiast punkt P jest incydentny z prostq £ mozemy
powiedzieé¢: punkt P lezy na prostej £ lub prosta ¢
przechodzi przez punkt P. Wazna uwaga — na
plaszczyznie euklidesowej proste w pewnym sensie sg
zbiorami punktow i relacja ~ jest po prostu relacja €.
W ogélnoéci weale nie musi tak by¢.

Punkty P, Ps,... nazywamy wspétliniowymi, gdy istnieje
prosta ¢, ktéra przechodzi przez kazdy z nich. Jesli przez
pewien punkt P przechodzi kazda z prostych ¢1,¢s,..., to
nazywamy te proste wspdlpekowymsi. Proste £1 i £, ktére
nie sa wspolpekowe, nazywamy réownoleglymi. Piszemy
wowezas ¢ || €3. Dodatkowo zakladamy, ze kazda prosta
jest rownolegta do samej siebie.

Aby nieco ograniczy¢ liczbe obiektow, z ktérymi
bedziemy pracowaé, wprowadzamy pojecie plaszczyzny
afinicznej, ktéra — oprécz tego, ze jest uogdlniong
plaszczyzna — spelnia dodatkowo trzy aksjomaty.
Kazdy z nich opisze krétko, podajac, w jakim celu jest
wprowadzony i jakie daje korzysci.

Aksjomat (Al). Przez kazde dwa punkty przechodzi
dokladnie jedna prosta.

Mozemy zatem bez wyrzutdéw sumienia moéwié

prosta AB, bo taka prosta istnieje i jest dokladnie
jedna. Bezposrednig konsekwencja tego aksjomatu

jest to, ze kazde dwie proste albo sa rownolegte,

albo istnieje dokladnie jeden punkt incydentny

z nimi dwiema. W tym drugim przypadku bedziemy
mowié, ze proste sie przecinajg, a wspomniany punkt
nazwiemy ich punktem przeciecia. Jesli tréjka punktow
(A, B, C) nie jest wspolliniowa, to bedziemy ja nazywaé
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Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu
trojkatem ABC. Jezeli czwérka punktéow (A, B, C, D)
spelnia warunki: AB || CD i BC || DA oraz te cztery
proste sa rézne, to méwimy o réwnolegltoboku ABCD.

Aksjomat (A2). Dia kazdego punktu P i prostej £
istnieje doktadnie jedna prosta przechodzgca przez
punkt P i rownolegla do prostej £.

Dzigki temu aksjomatowi relacja réwnoleglosci

jest przechodnia: jezeli ¢ || €2 i la || 45, to €1 || €5 —

w przeciwnym razie istniatby punkt, przez ktory
przechodza dwie proste (¢1 i £3) réwnolegle do £s.
Mozemy zatem podzieli¢ zbior £ na takie roztaczne
parami podzbiory K; indeksowane elementami 4

z pewnego zbioru I, ze zachodzi réwnowaznosé

Uy || €2 & 1,05 € K; dla pewnego i € I. Podzbiory te, czyli
klasy réwnolegtoéci prostych, nazywamy kierunkami.

Drugim waznym wnioskiem jest to, ze kazdy tréjkat
ABC mozna uzupetnié¢ do réwnolegtoboku ABCD.
Konstrukcja jest nastepujaca. Niech ¢; bedzie prosta
rownolegla do AB, przechodzaca przez C oraz niech o
bedzie prostg réwnoleglta do BC, przechodzaca przez A.
Mamy ¢, || AB }f BC || £3. Oznacza to, ze proste ¢4

i £9 naleza do réznych kierunkow, wiec sie przecinaja.
Jedli D jest ich punktem przeciecia, to ABCD jest
rownolegtobokiem.

Aksjomat (A3). Istnieje trojkat.

Ten aksjomat zapobiega sytuacji zupelnie nieciekawej,
w ktérej wszystkie punkty lezg na jednej prostej.
Mozna powiedzie¢ wiecej: dla kazdej prostej istnieja

co najmniej dwa punkty, przez ktore ta prosta nie
przechodzi — pierwszy wprost z aksjomatu, drugi

z konstrukcji réwnolegloboku. Niech ABC' bedzie
tréjkatem, ktéry uzupelniamy do réwnolegloboku
ABCD. Dla dowolnej prostej ¢ mamy ¢ }f AB lub ¢ }f BC.
W pierwszym przypadku prosta ¢ przecinaja proste AB
i CD, ktore sa rézne i rownolegle — stad na prostej ¢
leza co najmniej dwa punkty. W drugim przypadku
jest analogicznie. Zatem kazda prosta przechodzi przez
co najmniej dwa punkty. Teraz juz mozemy utozsamic
prostg ze zbiorem punktéw, przez ktére przechodzi!
Zamiast P ~ ¢ mozemy teraz pisa¢ P € /.

Przeksztalcenie L : P — P nazywamy kolineacjg
plaszcezyzny 11, jedli jest bijekcja oraz spelnia
nastepujacy warunek: dla kazdej trojki wspétliniowych
punktéw A, B, C punkty L(A), L(B), L(C) réwniez sa
wspoliniowe.

Twierdzenie. Niech L bedzie kolineacjq plaszczyzny

afinicznej. Wowczas dla kazdej prostej £ € L zbior L(¥)
tez jest prostg.

Moéwiac proéciej, obrazami prostych sa proste.

Dowdéd. Niech punkty A i B lezg na prostej £. Przez
punkty primowane zawsze oznacza¢ bedziemy obrazy
punktéw nieprimowanych. Oznaczmy ¢ = A’'B’.



7 definicji kolineacji wynika, ze dla kazdego X € /¢
zachodzi X' € ¢/, wiec L(£) C ¢'. Trzeba jeszcze wykazaé
przeciwne zawieranie. Przypusémy, ze tak nie jest

i niech punkt C & ¢, ale C’ € {'. Poniewaz A’ B',C" € ¥/,

obrazy prostych AB, BC' i CA sa zawarte w £'.
Uzupelnijmy trojkat ABC do réwnolegtoboku ABCD.
Niech P bedzie dowolnym punktem réznym od A, B,
C, D. Wéwczas CP }f AB lub AP }f BC. W pierwszym
przypadku proste CP i AB przecinajg sie w pewnym
punkcie Q. Poniewaz Q lezy na AB, mamy Q' € £'.
Roéwniez C' € V', wigc P’ € (.

Drugi przypadek jest analogiczny. Wnioskujemy stad,
ze L(P\ {D}) C ¢'. Funkcja F : P — P jest bijekcja,

wiec co najwyzej jeden punkt (D’) nie lezy na prostej £'.

Jest to poszukiwana sprzecznosé, bo powinny by¢ co
najmniej dwa takie punkty. O

Jednym z najwazniejszych wnioskéw jest to, ze
przeksztalcenie odwrotne do kolineacji ptaszczyzny
afinicznej réwniez jest kolineacja plaszczyzny
afinicznej. Kolejne, nietrudne wnioski pozostawiam
Czytelnikowi: obrazami/przeciwobrazami tréjkatow

sa trojkaty, par prostych réwnolegtych — pary prostych
réwnoleglych, par prostych przecinajacych sie¢ — pary
prostych przecinajacych sie, a réwnolegtobokdw —
réownolegloboki.

Od teraz bedziemy prowadzi¢ rozwazania dla

plaszczyzny euklidesowej R?, ktéra, jak latwo sprawdzié,

z punktami P = (x,y) oraz prostymi £ = {(z,y) :
ar + by + ¢ =0} (a® + b? # 0) speknia definicje
plaszczyzny uogdlnionej z relacja € oraz aksjomaty
plaszczyzny afinicznej. Celem jest nastepujace

Twierdzenie. Kolineacje ptaszczyzny R? sg tym
samym, co przeksztalcenia afiniczne, czyli odwzorowania
bijektywne F : R? — R?, spetniajace nastepujace
warunki:

(1) obrazami proﬂch sa proste;
(2) jedli SX = xS A dla pewnej liczby rzeczywistej z, to
F(S)F(X) = zF(S)F(A).

Dowaod. Kazde przeksztalcenie afiniczne jest kolineacja
— wynika to z warunku (1). Zal6zmy zatem, ze
przeksztalcenie L jest kolineacja R%. Warunek (1) juz
udowodnilismy, dow6éd warunku (2) podzielimy na kilka
krokéw. Tak jak poprzednio, niech punkty primowane
beda obrazami punktéw nieprimowanych.

Jezeli proste A1 By i A3 Bs sa rozne, to A1 B1 By As jest
réwnoleglobokiem, wiec jego obraz A’ B} B Al tez jest
réwnolegtobokiem. W przeciwnym razie rozwazamy
dodatkowy wektor Az Bs, ktory lezy poza prosta A Bj.
Korzystajac dwukrotnie z pierwszego przypadku, mamy

A\ B, = AyB, = A, B),

Niech V' bedzie zbiorem wektoréw swobodnych,
dwuwymiarowych, o wspoétrzednych rzeczywistych.
Korzystajac z powyzszego, mozemy zdefiniowad
przeksztalcenie T: V — V indulgv\gne przez kolineacje L
A'B’, dla punktéw Ai B

spelniajacych réwnos¢ v = ﬁ Przeksztalcenie T jest

poprawnie i jednoznacznie okreslone za pomoca L.

Jesli znamy T oraz wiemy, ze L(S) = 5’, to mozemy

jednoznacznie odtworzy¢ przeksztalcenie L za pomoca
-

réwnosei S’ X' = T(54X>)

w nastepujacy sposob: T'(¢) =

Rozwazmy takie punkty A, B, C, ze 4 = ﬁ iv= B_(,z’

Wtedy
T(u+ 7) B =A'C'=A'B'"+B'C' =

Dalej indukcyjnie T'((n + 1)0) = T(nv 4 0) =

=T (nV) + T (V) = nT(0) + T@W) = (n+ 1)T'(v)

z warunkiem poczatkowym n = 1. Stad mT'(27) =
= T'(nv) = nT'(V), wigc T(2v) = T (V). Pozostaje
zauwazy¢, ze T(—v) = —T(9).

Rozwazmy proste ¢, i ¢, przecinajace si¢ w punkcie S.
Niech A, B # S beda odpowiednio punktaml na

prostych ¢, i £, oraz niech @ = SA i b= S@ Okredlmy

T(1) + T(7).

funkcje ¢ : R = R w taki sposdb, ze T(xa@) = ¢(x)T(a)
dla kazdego « € R. Analogicznie niech T'(yb) = ¢(y)T'(b).
Z poprzedniego kroku wynika, ze ¥(t) = ¢(t) =t dla

wszystkich ¢ wymiernych.

Niech z = y oraz S‘)(k =zxdi SY = yb. Mamy XY | AB,
wiee XY || A'B. Stad ¢(x) = (y).

Zachodza réwnosci: ¢(x)T(@) + ¢(y)T(a) = T'(zd) +
+ T (yd) = T(xd + yd) = T((z +

Rozwazmy wektor v = xd + b. Wektor 7 jest do

niego réwnolegly, wiec wektory T'(v) = ¢(z)T(a) +
T(b) i T(x7) = ¢(22)T(@) + ¢(x)T(b) sa réwnolegle.
Maja one zatem proporcjonalne wspoétczynniki przy
T(@) i T(b), co prowadzi do réwnosci ¢(22) = ¢(x)2.
Whioskujemy stad, ze jedli t > 0, to ¢(t) = ¢(v/1)? > 0.
Dla y > x zapiszmy y = x + t. Mamy ¢(y) = ¢(x +t) =
= d(z) + 6(t) = o(z).

Funkcja ¢ jest niemalejaca oraz identycznosciowa na
zbiorze liczb wymiernych, wiec jest identycznosciowa na
zbiorze liczb rzeczywistych, gdyz zbiér liczb wymiernych
jest w nim gesty.

Zauwazmy, ze teza kroku 6 ttumaczy sie na rownosé
z warunku (2). Uff, koniec dowodul!



