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WskazówkidozadaÒ
1.WystarczywykazaÊtodlatrójkπta
równobocznegoABC.MoønaobliczyÊ[P1Q1R1]=
=[ABC]≠[AR1Q1]≠[BR1P1]≠[CQ1P1],
stosujπcwzór[AR1Q1]=

Ô
3

4|AR1|·|AQ1|
ianalogicznedlapozosta≥ychtrójkπtów.Taksamo
obliczamy[P2Q2R2].
2.RównieøwystarczyprzeprowadziÊdowóddla
trójkπtarównobocznegoABC.AbysiÍprzekonaÊ,
øepozosta≥edwatrójkπtyteøsπrównoboczne
imajπtensamúrodekcoABC,wystarczyobróciÊ
trójkπtABCo120¶wokó≥jegoúrodka.
3.Kaødyrównoleg≥obokjestafiniczny
zkwadratemprzezz≥oøeniew≥aúciwegopochylenia
ipowinowactwaprostokπtnego.Wprzypadkugdy
ABCDjestkwadratem,moønawykazaÊ,øekaøde
dwiespoúródprostychk,l,mprzecinajπsiÍna
okrÍguopisanymnatymkwadracie.
4.MoønazastosowaÊprzekszta≥cenieafiniczne,
któretrójkπtAQTprzekszta≥cawtrójkπt
równoramiennyzkπtemprostymprzywierzcho≥ku
Q.WtedypunktPjestúrodkiemokrÍgu
opisanegonatrójkπcieBCQ,wiÍc|SP|=|TP|,
coprowadzido|?SPT|=90¶.

Przekszta≥cenia afiniczne to bijekcje F : R2 æ R2 spe≥niajπce nastÍpujπce warunki:

(1) obrazami prostych sπ proste;
(2) jeúli ≠≠æ

SX = x
≠æ
SA dla x œ R, to

≠≠≠≠≠≠≠æ
F (S)F (X) = x

≠≠≠≠≠≠≠æ
F (S)F (A).

Aby wykazaÊ, øe dane przekszta≥cenie p≥aszczyzny R2

jest afiniczne, wystarczy zweryfikowaÊ, øe jest
bijektywne i zachowuje wspó≥liniowoúÊ punktów
(co uzasadniam w artykule Proste i punkty w úwiecie
abstrakcji w tym numerze Delty). Jest zatem
oczywiste, øe wszystkie homometrie (podobieÒstwa)
sπ przekszta≥ceniami afinicznymi. Sπ jednak jeszcze inne
przekszta≥cenia afiniczne. Oto przyk≥ady:

Po lewej stronie widzimy powinowactwo prostokπtne,
a po prawej pochylenie. Jeúli zaznaczona prosta ma
równanie y = 0, to dla powinowactwa prostokπtnego
mamy (x, y) ‘æ (x, ⁄y) (⁄ ”= 0 jest wspó≥czynnikiem
przekszta≥cenia), a dla pochylenia (x, y) ‘æ (x + ⁄y, y).

Niech ABC i AÕBÕC Õ bÍdπ niezdegenerowanymi
trójkπtami. Niech F1 bÍdzie homometriπ, która
przekszta≥ca odcinek AB w odcinek AÕBÕ, a punkt C
w pewien punkt C1. Przez F2 oznaczmy powinowactwo
prostokπtne wzglÍdem prostej AÕBÕ, które punkt C1
przekszta≥ca w taki punkt C2, øe C2C Õ Î AÕBÕ.
Na koniec niech F3 bÍdzie pochyleniem wzglÍdem

prostej AÕBÕ, dla którego F3(C2) = C Õ. Przekszta≥cenie
afiniczne F = F3 ¶ F2 ¶ F1 przeprowadza punkty
A, B, C w punkty, odpowiednio, AÕ, BÕ, C Õ, wiÍc
kaødy trójkπt moøna afinicznie przekszta≥ciÊ w kaødy
inny. Co wiÍcej, jest to jedyne takie przekszta≥cenie,
gdyø jeúli F (X) = X Õ i ≠≠æ

CX = x
≠æ
CA + y

≠≠æ
CB, to

≠≠≠æ
C ÕX Õ = x

≠≠æ
C ÕAÕ + y

≠≠≠æ
C ÕBÕ.

Niech s bÍdzie skalπ homometrii F1, a ⁄ wspó≥czynnikiem
powinowactwa prostokπtnego F2. Wówczas F
przekszta≥ci figurÍ o polu P w figurÍ o polu s2|⁄| · P .
Wynika z tego, øe przekszta≥cenia afiniczne zachowujπ
proporcjÍ pól.

Jeúli za≥oøenia i teza pewnego twierdzenia nie zmieniajπ
siÍ po zastosowaniu do nich przekszta≥cenia afinicznego,
to nazywamy je afinicznym. Takie twierdzenie
wystarczy udowodniÊ dla jednej, najwygodniejszej
konfiguracji geometrycznej i jest ono wówczas
dowiedzione dla kaødej konfiguracji, która jest z niπ
afiniczna.

Prosty przyk≥ad: úrodkowe trójkπta dzielπ go na
szeúÊ trójkπtów o równych polach. Jest to twierdzenie
afiniczne, gdyø po przekszta≥ceniu afinicznym úrodkowe
pozostajπ úrodkowymi (zachowanie wspó≥liniowoúci
i proporcji na prostej) oraz trójkπty o równych polach
sπ przekszta≥cone w≥aúnie na takie trójkπty. Wystarczy
wiÍc wykazaÊ je dla trójkπta równobocznego, bo
kaødy trójkπt jest afiniczny z kaødym, w szczególnoúci
z równobocznym. A úrodkowe dzielπ trójkπt
równoboczny na szeúÊ trójkπtów przystajπcych.

Zadania

1. Dany jest trójkπt ABC. Na odcinku AB leøπ punkty R1 i R2
spe≥niajπce równoúÊ |AR1| = |BR2|. Analogicznπ w≥asnoúÊ majπ
punkty P1 i P2 na odcinku BC oraz Q1 i Q2 na odcinku CA.
WykazaÊ, øe trójkπty P1Q1R1 i P2Q2R2 majπ równe pola.

2. Na bokach BC, CA, AB trójkπta ABC leøπ punkty, odpowiednio, P ,
Q, R; zachodzi ponadto równoúÊ |AR|

|RB| = |BP |
|P C| = |CQ|

|QA| . UdowodniÊ, øe
trójkπty ABC, PQR oraz trójkπt wyznaczony przez proste AP , BQ,
CR majπ wspólny úrodek ciÍøkoúci.

3. Dany jest równoleg≥obok ABCD. Na odcinkach AB, BC, CD leøπ,
odpowiednio, punkty K, L, M , przy czym |AK|

|KB| = |BL|
|LC| = |CM |

|MD| .
Prosta m Î KL przechodzi przez punkt B. Prosta l Î KM przechodzi
przez punkt C. Prosta k Î ML przechodzi przez punkt D. DowieúÊ, øe
proste k, m, l przecinajπ siÍ w jednym punkcie.

4. Na boku AC trójkπta ABC wybrano punkt Q. Punkt P jest
úrodkiem odcinka BC. Odcinki AP i BQ przecinajπ siÍ w punkcie
T . Punkt R jest úrodkiem odcinka AT , natomiast punkt S leøy na
odcinku BT i spe≥nia równoúÊ |BS| = |QT |. DowieúÊ, øe PS Î QR.
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