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Szeregi Fouriera wymys$lono jako narzedzie pomagajace rozwiazaé¢ réwnanie

ciepla, a obecnie sa wykorzystywane na przyklad przy analizie dZzwigku.
Transformate Fouriera funkcji catkowalnej na R, lub ogdélniej — na R™, stosuje
sie przy rozwiazywaniu rownan rézniczkowych i dlatego przydaje sie w wielu
zagadnieniach fizyki. Dyskretna transformata Fouriera pojawia sie w algorytmie
szybkiego mnozenia wielomianéw. Analiza kostki dyskretnej, stosowana na

O dyskretnej transformacie Fouriera

i algorytmie szybkiego mnozenia
wielomianéw mozna przeczytaé na
przyktad w Ag2, a o kostce dyskretnej
i rozwinigciu Walsha—Fouriera w A‘llﬁ.

przyklad przy badaniu graféw losowych, korzysta z rozwinigcia Walsha—Fouriera.

Czytelnik Dociekliwy, ktory spotkal sie z wiecej niz jednym z powyzszych
przykladéw transformaty lub rozwiniecia Fouriera, zapewne zastanawia sie,

jakie sa podobienstwa i réznice miedzy nimi. Celem tego artykulu jest ujecie
tych podobienstw w ramach ogdlnej definicji transformaty Fouriera obejmujacej
wszystkie wspomniane przyklady, jak rowniez wyjasnienie réznic pomiedzy nimi.

WeZzmy na nasz matematyczny warsztat trzy przyktady:

szereg Fouriera funkcji okresowej, transformate Fouriera
funkcji okreslonej na prostej rzeczywistej oraz dyskretna
transformate Fouriera ciggu skonczonego. Jesli chodzi
o funkcje okresowe, to dla ustalenia uwagi bedziemy
rozwazacé te o okresie 2. Bedziemy je traktowac

jako funkcje okreslone na okregu T zdefiniowanym

jako przedzial [0, 27] z dodawaniem modulo 27

oraz sklejonymi koncami tak, by to dodawanie

byto ciagle. Podobnie o ciagu liczb zespolonych
ag,a1,...,0,—1 bedziemy mysleé jako o funkcji okreslonej
na Z, = {0,1,...,n — 1} z dodawaniem modulo n.

Rozwazmy funkcje catkowalne f: T — C, g : R — C oraz
h: Z, — C. Wéwczas ich wspélezynniki Fouriera sa dane
odpowiednio przez
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gdzie k € Z, y € R, za$ | € Z,,. Na pierwszy

rzut oka wida¢ daleko idace podobienistwa. We
wszystkich przypadkach dana jest funkcja i parametr,
a transformata Fouriera przypisuje im calke (ktorej
szczegblnym przypadkiem jest suma) po calej dziedzinie
z funkcji przemnozonej przez e w potedze —i razy
parametr razy argument funkcji. Gtéwna réznica,
ktorej przyczyna moze by¢ niejasna dla Czytelnika
(przez diugi czas byla niejasna dla autora), sa rézne
zbiory parametréw. Dlaczego dla funkcji na okregu
bierzemy parametr catkowity, a dla funkcji na prostej
rzeczywisty? Czemu w przypadku dyskretnym
pojawia sie w wykladniku dodatkowo 27“? Odpowiedz
dostaniemy, gdy spojrzymy na okrag, prosta i Z,, jako
grupy addytywne.

Zacznijmy od przypadku nieokresowego. Zauwazmy,

ze e~ jako wartoéci przyjmuje liczby zespolone

o module 1. Oznaczmy wigc T'= {z € C : |z| = 1},

czyli okrag jednostkowy na plaszczyznie zespolonej C.
Co prawda wczes$niej wprowadziliSmy juz okrag T

(jako odcinek ze sklejonymi koricami), ale w naszych
rozwazaniach wygodnie bedzie traktowac je jak dwa
rozne okregi. Zauwazmy, ze dla kazdego y € R funkcja
¢y : R — T dana wzorem ¢, (z) = e~**¥ ma te wlasnosé,
ze dla dowolnych x1, x5 € R zachodzi

(%) by(@1 + x2) = dy(1)Dy(22).
Okazuje sig, ze innych takich funkcji ciaglych nie ma.

Stwierdzenie 1. Wszystkie ciggle funkcje z R w T
spelniajgce warunek (x) sq postaci x — e~ ™Y dla
pewnego y € R.

Dowdd. Przypomnijmy, ze funkcja ciagla na R jest
jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci

na dowolnym podzbiorze gestym, czyli niepusto
przecinajacym kazdy przedzial otwarty. Niech h : R — T
bedzie ciagla funkcja spelniajaca warunek (x). Jesli
h(z) =1 dla wszystkich z, to teza jest prawdziwa

z y = 0. Przypudémy przeciwnie, wéwczas niech xg
bedzie najmniejsza dodatnia liczba o tej wltasnosci, ze
h(xg) = 1. Taka liczba ¢ musi istnie¢, poniewaz skoro
istnieje x > 0 taki, ze h(z) # 1, to h(nz) ,przeskakuje”
caly okrag dla dostatecznie duzych n catkowitych, wiec
z cigglosci funkcja h przyjmuje warto$é¢ 1 w jakims
punkcie 2’ > 0. Gdyby z kolei nie istniala najmniejsza
liczba o tej wlasnosci, to h przyjmowalaby warto$é¢ 1 na
ciagu zbieznym do zera, co z wlasnosci (x) rozszerza
sie do gestego podzbioru, wiec z ciaglosci h bylaby
tozsamosciowo réwna 1.

Poniewaz h(2x) = h(z)? dla wszystkich z, mamy
h(zo/2) = —11ialbo h(xzp/4) =i, albo h(xzg/4) = —i.
Wykazemy, ze h(x) = e~ dla wszystkich x,

w pierwszym przypadku dla y = —27 /2o, w drugim
analogicznie dla y = 27 /x¢. Z ciaglodci h oraz tego, ze
h(x 4+ x) = h(x) i h(kz) = h(x)*, wystarczy sprawdzi¢
teze dla x,, = x¢/2" dla n naturalnych. PrzeprowadZmy
indukcje wzgledem n: dla n < 2 mamy baze bezposrednio
z zalozen.
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Zalézmy, ze w naszym przypadku
h(zo/4) = i. Po zaznaczeniu na okregu T'
punktéw h(zo), h(zo/2), h(zo/4) widzimy,
ze mamy dwie mozliwosci na

h(z3) = h(zo/8). Gdyby jednak wartosé
h(z3) miala ujemng czgs$é rzeczywista, to
mogliby$my znalezé takie ©’ < x3, ze
h(z’) =i lub h(z’) = —i (na obrazku).
Wtedy jednak 4z’ < 4x3 = x(/2 oraz
h(4z") = 1, co przeczy minimalnosci xq.

Zbioér G wraz z dzialaniem - nazywamy
grupa, jesli dzialanie to jest taczne

((g1 - 92) 93 = g1 - (92 - g3)), posiada
element neutralny 1 (spelniajacy
lg-g=g-1g = g) i dziatanie odwracania
g — g~ ! (spetniajace

g-g =971 g= 1¢). Ponadto grupa
jest przemienna, jesli zachodzi tozsamosé
g1+ g2 = g2 - g1. O pojeciu grupy mozna
przeczytaé¢ wigcej w|ATq)

W interpretacji Stwierdzenia 1 Czytelnika
moze zmyli¢ notacja multiplikatywna,
czyli uzycie symbolu -. Na zbiorze R
rozwazamy oczywiscie dziatanie
dodawania, a nie mnozenia. W naszym
przypadku warunek definiujacy
homomorfizm h: R — T zapiszemy wiec
jako h(z1 + z2) = h(z1)h(z2), co
odpowiada warunkowi (%).

Zazadanie ciaglodci jest tutaj istotne.
Czytelnikowi Watpigcemu polecam
poszukanie informacji o funkcjach
addytywnych, a takze udowodnienie, ze
nieliniowa funkcja addytywna definiuje
nieciaggly homomorfizm z prostej w okrag.

Zalozenie przemienno$ci jest istotne, ale
my tutaj podamy tylko niezbyt $ciste
wyjaénienie, ze transformata Fouriera
powinna jako$ kodowaé strukture grupy,
a homomorfizmy z grupy nieprzemiennej
w okrag, bedacy grupa przemienna, traca
za duzo informacji. Czytelnika
Zainteresowanego przypadkiem
nieprzemiennym zache¢cam do poczytania
o teorii reprezentacji.

Wigcej o mierze i calce Lebesgue’a mozna
przeczytaé w Agz.

Aby nie odstraszaé¢ Czytelnika
Poczatkujacego, pozwoliliémy sobie na
pewne uproszczenia we wprowadzonych
pojeciach. Dla chcacych mieé¢ pelny obraz:
transformate Fouriera definiujemy dla
lokalnie zwartej grupy przemiennej

z miarg Haara.

Wozigcie sprzezenia homomorfizmu

w definicji transformaty jest kwestig
wygodnej umowy — na przyklad przy niej
klasyczna notacja szeregdéw Fouriera jest
najbardziej intuicyjna.

W kroku indukcyjnym znamy warto$é h(z,_1) = h(2z,) = h(x,)?, wiec dla

T, = 20/2", n > 2 mamy h(z,) = e~ lub h(x,) = e @ ¥+ Jednak w tym
drugim przypadku liczba h(z,,) ma ujemna cze$é rzeczywista, innymi stowy —
lezy na okregu na lewo od osi urojonej. Funkcja h jest ciagla, wiec musiatby
istnie¢ punkt x!, o tej wlasnosci, ze 0 < z/, < x,, oraz h(x}) =i lub h(z},) = —i.
To daje 0 < 4z), < 4z, < xo 1 h(4x),) = 1, czyli sprzecznosé z definicja xo. O

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi funkcji okresowych. Funkcja f jest ciggla
na T wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagla na [0, 27] jako na podzbiorze R

oraz f(0) = f(2m). Kazda ciagla funkcja h: T — T spelniajaca h(t; +t2) =

= h(t1)h(t2) dla dowolnych t1,ts € T przedluza sie do funkeji ciaglej b’

na R wzorem h(t) = W/ (t +2kn) dlak € Z it € [0,27). Taka funkcja spelnia
warunek (x), a zatem h jest postaci h(t) = e~ %! dla pewnego y € R. Jednak
nie kazdy parametr rzeczywisty y definiuje funkcje ciagla na okregu, poniewaz
wzgledem nieokresowego przypadku dochodzi nam jeszcze warunek h(2w) = 1.
Stad wszystkie szukane funkcje z T do T' sa postaci t — e~ *** dla k € Z.
Mozemy wiec podejrzewad, ze postaé transformaty Fouriera ma jakis

zwiazek z funkcjami spelniajacymi warunek (x). Czytelnikowi Dociekliwemu
pozostawiamy poszukanie wszystkich funkcji h : Z,, — T spelniajacych

h(mi + mg) = h(my)h(ms) i sprawdzenie, jak uzyskana odpowiedZ ma sie do
wzoru na dyskretng transformate Fouriera.

Nim sformulujemy ogélnag definicje transformaty Fouriera, zauwazmy, ze
mnozenie liczb zespolonych z okregu jednostkowego T spelnia definicje grupy
przemiennej (zob. margines). Motywowani Stwierdzeniem 1 wprowadZmy teraz
nastepujaca definicje: homomorfizmem nazwiemy taka funkcje h: G — H
miedzy grupami G i H, ze h(gy - g2) = h(g1) - h(ga) oraz h(g;) = h(g1) "' dla
wszystkich g1, g2 € G. Stwierdzenie 1 faktycznie pokazywalo, ze wszystkie ciagle
homomorfizmy z R w T sa postaci  — e~ ¥ dla pewnego y € R. Podobnie ciggte
homomorfizmy z T w T sa postaci t — e~ dla pewnego k € Z. Nasuwa to
hipoteze, ze w ogdlnym przypadku parametry transformaty Fouriera funkcji
okreslonej na pewnej dziedzinie G odpowiadaja ciagtym homomorfizmom
zGwT.

Zeby jednak méwié o homomorfizmach, dziedzina G musi byé¢ wyposazona

w dzialanie grupowe. Zalozymy wiec, ze G jest grupa przemienna. Zamierzamy
rozwazac ciagte homomorfizmy, wigc zakladamy, ze na G jest sensownie
zdefiniowane pojecie ciaglosci (bedziemy taka grupe nazywaé grupa
topologiczna). Nie bedziemy go tutaj precyzyjnie formulowaé, ale jest jasne,
czym jest ciaglosé funkeji na prostej lub okregu (albo ich produktach), a na
grupie dyskretnej, takiej jak Z z dodawaniem lub dowolnej grupie skonczonej,
kazda funkcja jest ciagta. W definicji transformaty Fouriera pojawia sie tez
calka lub suma, wiec w ogélnym przypadku potrzebujemy mie¢ na G miare,
od ktérej bedziemy wymagaé niezmienniczosci na dzialanie grupowe — tak jak
miara podzbioru R (jego ,dlugo$é”) nie zmienia sie po jego przesunieciu.

Czytelnikowi Zagubionemu wsréd trudnych poje¢ wystarczy wiedzie¢, ze miara
to co$, co pozwala zdefiniowaé catke rozumiana jako pole pod wykresem funkcji.
W przypadku prostej lub okregu nasza miara jest miara Lebesgue’a, catka
wzgledem niej jest catka w klasycznym rozumieniu. Na grupach dyskretnych
rozwazamy miare liczaca, catka wzgledem niej to jest po prostu suma.

Wyposazeni w przemienng grupg topologiczna G z miara niezmiennicza p
i oznaczajac przez G zbidr cigglych homomorfizméw z G w T', mozemy teraz
zdefiniowaé transformate Fouriera funkcji f : G — C jako

flp) = / f(9)p(9)dulg),
G

gdzie p € G.

Powyzej sprawdziliémy juz, ze ta definicja jest zgodna z przypadkami
transformaty na prostej i na okregu. Sprawdzenie przypadku transformaty na Z,,
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(dyskretnej transformaty Fouriera) albo na Z%
(rozwiniecie Walsha—Fouriera) zostawiamy Czytelnikowi.

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi Z, ktory jest o tyle
ciekawy, ze pozwoli nam dostrzec pewna dualnosé. Jest
jasne, ze kazdy homomorfizm h : Z — T jest ciagly, ze
h(0) =11 ze h jest wyznaczony jednoznacznie przez
wartos$é h(1). Moze by¢é to dowolna liczba postaci et
dla t € T (réwniez dla t € R, ale wtedy tracimy
jednoznaczno$é), co pokazuje, ze 7 mozna utozsamié
z T. Tak zdefiniowana transformata przypisuje

funkcji f: Z — C funkcje f: T — C dang wzorem

ft) =3, f(k)e""*. Odpowiada wigc definiowaniu
funkcji okresowej poprzez jej szereg Fouriera.

Kroétko o wlasnosciach

Zauwazmy jeszcze jedng ciekawa rzecz: w kazdym
rozwazanym przypadku uzyskany zbiér G ma naturalng
strukture grupy, da sie na nim takze zdefiniowa¢ pojecia
ciaglosci i miary niezmienniczej. Co wigcej, naturalne

dziatanie grupowe w kazdym przypadku odpowiada
dzialaniu danemu wzorem (h; - ha)(g) = h1(g) - ha(g).
To pozwala zdefiniowa¢ transformate Fouriera réwniez
na (. Nasze wczesniejsze rozwazania dotyczace
transformaty na Z, jak réwniez obserwacja, ze p — p(g)
dla ustalonegg g € G zadaje ciagly homomorfizm G — T,

sugeruja, ze G mozna utozsamic z G.

I rzeczywiscie, dla naszej ogélnej transformaty Fouriera
mozna udowodnié, ze transformata funkcji f jest
(prawie) odwrotna transformata Fouriera, to znaczy

I~

]?(g) = f(g~!). Zachodza tez inne kluczowe wlasnosci, do
ktérych przywykliSmy w jej szczegdlnych przypadkach,
takie jak tozsamo$¢ Parsevala lub zamiana splotu

na mnozenie punktowe i mnozenia punktowego

na splot. Oczywiscie ten artykul stanowi tylko

krétkie wprowadzenie do tematu. Badanie wlasnoéci

i zastosowan transformaty Fouriera stanowi material
na niejeden semestr zajeé na studiach oraz lata badan
naukowych.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1783. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a, b, ¢) dodatnich liczb catkowitych, dla
ktérych a + be, b+ ac, ¢ + ab s liczbami pierwszymi i wszystkie dziela liczbe
(a® +1)(b* +1)(c® +1).

Rozwiazanie na str.

M 1784. W zbiorze S zawierajacym n elementéw wybrano |v/2n] + 2 podzbioréw
tak, ze suma dowolnych trzech z nich jest réwna S. Udowodnié¢, ze suma
pewnych dwéch z nich jest rowna S.

Rozwigzanie na str.

M 1785. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC'. Niech Ay, By, C4
beda punktami symetrycznymi do P wzgledem prostych BC, CA i AB. Zal6zmy,
ze w szeSciokat AB1C A; BC1 mozna wpisaé okrag. Udowodnié, ze

¥xBPC = xCPA = xAPB.
Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1097. Do badania struktury krysztalow, poza promieniowaniem
rentgenowskim, stosuje sie takze wiazki elektronéw. Obraz dyfrakcyjny
pozwalajacy na ,odczytywanie” struktury atomowej powstaje, gdy dtugosé

fali, \, wiazki jest poréwnywalna ze stalymi sieci krystalicznej (odleglosciami
sasiadujacych atoméw). Oszacuj, jaki jest wspolczynnik zalamania, n, wiazki
elektronéw na powierzchni metalu w badaniach struktury krystalicznej.
Odleglosci miedzyatomowe sa rzedu kilku angstreméw (kilka razy 10710 m),
masa elektronu m, = 9,1 - 103! kg, wartosé tadunku elektronu e = 1,6 - 1071 C,
stata Plancka h = 6,63 - 1073% Js, a typowa praca wyjscia dla metali W ~ 5 eV.
Rozwiazanie na str. [0]

F 1098. Wskaznik laserowy emituje swiatto o dtugosci fali A = 650 nm.
Wiazke wskaznika skierowano na powierzchnie wody. Ile wynosi ped p,,

fotonow wiazki w wodzie? Wspdlczynnik zalamania wody n = 1, 33, stala Plancka
h =6,63-10734 Js.

Rozwigzanie na str.
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