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Warszawski Szeregi Fouriera wymyúlono jako narzÍdzie pomagajπce rozwiπzaÊ równanie

ciep≥a, a obecnie sπ wykorzystywane na przyk≥ad przy analizie düwiÍku.
TransformatÍ Fouriera funkcji ca≥kowalnej na R, lub ogólniej – na Rn, stosuje
siÍ przy rozwiπzywaniu równaÒ róøniczkowych i dlatego przydaje siÍ w wielu
zagadnieniach fizyki. Dyskretna transformata Fouriera pojawia siÍ w algorytmie
szybkiego mnoøenia wielomianów. Analiza kostki dyskretnej, stosowana na
przyk≥ad przy badaniu grafów losowych, korzysta z rozwiniÍcia Walsha–Fouriera.O dyskretnej transformacie Fouriera

i algorytmie szybkiego mnoøenia
wielomianów moøna przeczytaÊ na
przyk≥ad w �8

22, a o kostce dyskretnej
i rozwiniÍciu Walsha–Fouriera w �4

16.

Czytelnik Dociekliwy, który spotka≥ siÍ z wiÍcej niø jednym z powyøszych
przyk≥adów transformaty lub rozwiniÍcia Fouriera, zapewne zastanawia siÍ,
jakie sπ podobieÒstwa i róønice miÍdzy nimi. Celem tego artyku≥u jest ujÍcie
tych podobieÒstw w ramach ogólnej definicji transformaty Fouriera obejmujπcej
wszystkie wspomniane przyk≥ady, jak równieø wyjaúnienie róønic pomiÍdzy nimi.

Trzy przyk≥ady transformaty Fouriera

Weümy na nasz matematyczny warsztat trzy przyk≥ady:
szereg Fouriera funkcji okresowej, transformatÍ Fouriera
funkcji okreúlonej na prostej rzeczywistej oraz dyskretnπ
transformatÍ Fouriera ciπgu skoÒczonego. Jeúli chodzi
o funkcje okresowe, to dla ustalenia uwagi bÍdziemy
rozwaøaÊ te o okresie 2fi. BÍdziemy je traktowaÊ
jako funkcje okreúlone na okrÍgu T zdefiniowanym
jako przedzia≥ [0, 2fi] z dodawaniem modulo 2fi
oraz sklejonymi koÒcami tak, by to dodawanie
by≥o ciπg≥e. Podobnie o ciπgu liczb zespolonych
a0,a1, . . . ,an≠1 bÍdziemy myúleÊ jako o funkcji okreúlonej
na Zn = {0, 1, . . . , n ≠ 1} z dodawaniem modulo n.

Rozwaømy funkcje ca≥kowalne f : T æ C, g : R æ C oraz
h : Zn æ C. Wówczas ich wspó≥czynniki Fouriera sπ dane
odpowiednio przez

‚f(k) =
2fi⁄

0

f(t)e≠iktdt,

‚g(y) =
Œ⁄

≠Œ

g(x)e≠ixydx,

‚h(l) =
n≠1ÿ

m=0
h(m)e≠ilm

2fi
n ,

gdzie k œ Z, y œ R, zaú l œ Zn. Na pierwszy
rzut oka widaÊ daleko idπce podobieÒstwa. We
wszystkich przypadkach dana jest funkcja i parametr,
a transformata Fouriera przypisuje im ca≥kÍ (której
szczególnym przypadkiem jest suma) po ca≥ej dziedzinie
z funkcji przemnoøonej przez e w potÍdze ≠i razy
parametr razy argument funkcji. G≥ównπ róønicπ,
której przyczyna moøe byÊ niejasna dla Czytelnika
(przez d≥ugi czas by≥a niejasna dla autora), sπ róøne
zbiory parametrów. Dlaczego dla funkcji na okrÍgu
bierzemy parametr ca≥kowity, a dla funkcji na prostej
rzeczywisty? Czemu w przypadku dyskretnym
pojawia siÍ w wyk≥adniku dodatkowo 2fi

n
? Odpowiedü

dostaniemy, gdy spojrzymy na okrπg, prostπ i Zn jako
grupy addytywne.

Zacznijmy od przypadku nieokresowego. Zauwaømy,
øe e≠ixy jako wartoúci przyjmuje liczby zespolone
o module 1. Oznaczmy wiÍc T = {z œ C : |z| = 1},
czyli okrπg jednostkowy na p≥aszczyünie zespolonej C.
Co prawda wczeúniej wprowadziliúmy juø okrπg T
(jako odcinek ze sklejonymi koÒcami), ale w naszych
rozwaøaniach wygodnie bÍdzie traktowaÊ je jak dwa
róøne okrÍgi. Zauwaømy, øe dla kaødego y œ R funkcja
„y : R æ T dana wzorem „y(x) = e≠ixy ma tÍ w≥asnoúÊ,
øe dla dowolnych x1, x2 œ R zachodzi
(ı) „y(x1 + x2) = „y(x1)„y(x2).
Okazuje siÍ, øe innych takich funkcji ciπg≥ych nie ma.

Stwierdzenie 1. Wszystkie ciπg≥e funkcje z R w T
spe≥niajπce warunek (ı) sπ postaci x ‘æ e≠ixy dla
pewnego y œ R.

Dowód. Przypomnijmy, øe funkcja ciπg≥a na R jest
jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartoúci
na dowolnym podzbiorze gÍstym, czyli niepusto
przecinajπcym kaødy przedzia≥ otwarty. Niech h : R æ T
bÍdzie ciπg≥π funkcjπ spe≥niajπcπ warunek (ı). Jeúli
h(x) = 1 dla wszystkich x, to teza jest prawdziwa
z y = 0. PrzypuúÊmy przeciwnie, wówczas niech x0
bÍdzie najmniejszπ dodatniπ liczbπ o tej w≥asnoúci, øe
h(x0) = 1. Taka liczba x0 musi istnieÊ, poniewaø skoro
istnieje x > 0 taki, øe h(x) ”= 1, to h(nx) „przeskakuje”
ca≥y okrπg dla dostatecznie duøych n ca≥kowitych, wiÍc
z ciπg≥oúci funkcja h przyjmuje wartoúÊ 1 w jakimú
punkcie xÕ > 0. Gdyby z kolei nie istnia≥a najmniejsza
liczba o tej w≥asnoúci, to h przyjmowa≥aby wartoúÊ 1 na
ciπgu zbieønym do zera, co z w≥asnoúci (ı) rozszerza
siÍ do gÍstego podzbioru, wiÍc z ciπg≥oúci h by≥aby
toøsamoúciowo równa 1.

Poniewaø h(2x) = h(x)2 dla wszystkich x, mamy
h(x0/2) = ≠1 i albo h(x0/4) = i, albo h(x0/4) = ≠i.
Wykaøemy, øe h(x) = e≠ixy dla wszystkich x,
w pierwszym przypadku dla y = ≠2fi/x0, w drugim
analogicznie dla y = 2fi/x0. Z ciπg≥oúci h oraz tego, øe
h(x + x0) = h(x) i h(kx) = h(x)k, wystarczy sprawdziÊ
tezÍ dla xn = x0/2n dla n naturalnych. Przeprowadümy
indukcjÍ wzglÍdem n: dla n 6 2 mamy bazÍ bezpoúrednio
z za≥oøeÒ.
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W kroku indukcyjnym znamy wartoúÊ h(xn≠1) = h(2xn) = h(xn)2, wiÍc dlaIm

Re
h(x0) = 1

h(x0/2) =
= ≠1

h(x0/4) = i

h(x3)?

h(x3)?
h(x

Õ) = ≠i

x
Õ

< x3

Za≥óømy, øe w naszym przypadku
h(x0/4) = i. Po zaznaczeniu na okrÍgu T

punktów h(x0), h(x0/2), h(x0/4) widzimy,
øe mamy dwie moøliwoúci na
h(x3) = h(x0/8). Gdyby jednak wartoúÊ
h(x3) mia≥a ujemnπ czÍúÊ rzeczywistπ, to
moglibyúmy znaleüÊ takie x

Õ
< x3, øe

h(x
Õ) = i lub h(x

Õ) = ≠i (na obrazku).
Wtedy jednak 4x

Õ
< 4x3 = x0/2 oraz

h(4x
Õ) = 1, co przeczy minimalnoúci x0.

xn = x0/2n, n > 2 mamy h(xn) = e≠ixny lub h(xn) = e≠i(xny+fi). Jednak w tym
drugim przypadku liczba h(xn) ma ujemnπ czÍúÊ rzeczywistπ, innymi s≥owy –
leøy na okrÍgu na lewo od osi urojonej. Funkcja h jest ciπg≥a, wiÍc musia≥by
istnieÊ punkt xÕ

n
o tej w≥asnoúci, øe 0 < xÕ

n
< xn oraz h(xÕ

n
) = i lub h(xÕ

n
) = ≠i.

To daje 0 < 4xÕ
n

< 4xn < x0 i h(4xÕ
n
) = 1, czyli sprzecznoúÊ z definicjπ x0. ⇤

Przyjrzyjmy siÍ teraz przypadkowi funkcji okresowych. Funkcja f jest ciπg≥a
na T wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciπg≥a na [0, 2fi] jako na podzbiorze R
oraz f(0) = f(2fi). Kaøda ciπg≥a funkcja h : T æ T spe≥niajπca h(t1 + t2) =
= h(t1)h(t2) dla dowolnych t1, t2 œ T przed≥uøa siÍ do funkcji ciπg≥ej hÕ

na R wzorem h(t) = hÕ(t + 2kfi) dla k œ Z i t œ [0, 2fi). Taka funkcja spe≥nia
warunek (ı), a zatem h jest postaci h(t) = e≠iyt dla pewnego y œ R. Jednak
nie kaødy parametr rzeczywisty y definiuje funkcjÍ ciπg≥π na okrÍgu, poniewaø
wzglÍdem nieokresowego przypadku dochodzi nam jeszcze warunek h(2fi) = 1.
Stπd wszystkie szukane funkcje z T do T sπ postaci t ‘æ e≠ikt dla k œ Z.
Moøemy wiÍc podejrzewaÊ, øe postaÊ transformaty Fouriera ma jakiú
zwiπzek z funkcjami spe≥niajπcymi warunek (ı). Czytelnikowi Dociekliwemu
pozostawiamy poszukanie wszystkich funkcji h : Zn æ T spe≥niajπcych
h(m1 + m2) = h(m1)h(m2) i sprawdzenie, jak uzyskana odpowiedü ma siÍ do
wzoru na dyskretnπ transformatÍ Fouriera.
Ogólna transformata Fouriera
Nim sformu≥ujemy ogólnπ definicjÍ transformaty Fouriera, zauwaømy, øe
mnoøenie liczb zespolonych z okrÍgu jednostkowego T spe≥nia definicjÍ grupy
przemiennej (zob. margines). Motywowani Stwierdzeniem 1 wprowadümy teraz

Zbiór G wraz z dzia≥aniem · nazywamy
grupπ, jeúli dzia≥anie to jest ≥πczne
((g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3)), posiada
element neutralny 1G (spe≥niajπcy
1G · g = g · 1G = g) i dzia≥anie odwracania
g ‘æ g

≠1 (spe≥niajπce
g · g

≠1 = g
≠1 · g = 1G). Ponadto grupa

jest przemienna, jeúli zachodzi toøsamoúÊ
g1 · g2 = g2 · g1. O pojÍciu grupy moøna
przeczytaÊ wiÍcej w �4

19.

W interpretacji Stwierdzenia 1 Czytelnika
moøe zmyliÊ notacja multiplikatywna,
czyli uøycie symbolu ·. Na zbiorze R
rozwaøamy oczywiúcie dzia≥anie
dodawania, a nie mnoøenia. W naszym
przypadku warunek definiujπcy
homomorfizm h : R æ T zapiszemy wiÍc
jako h(x1 + x2) = h(x1)h(x2), co
odpowiada warunkowi (ı).

Zaøπdanie ciπg≥oúci jest tutaj istotne.
Czytelnikowi Wπtpiπcemu polecam
poszukanie informacji o funkcjach
addytywnych, a takøe udowodnienie, øe
nieliniowa funkcja addytywna definiuje
nieciπg≥y homomorfizm z prostej w okrπg.

Za≥oøenie przemiennoúci jest istotne, ale
my tutaj podamy tylko niezbyt úcis≥e
wyjaúnienie, øe transformata Fouriera
powinna jakoú kodowaÊ strukturÍ grupy,
a homomorfizmy z grupy nieprzemiennej
w okrπg, bÍdπcy grupπ przemiennπ, tracπ
za duøo informacji. Czytelnika
Zainteresowanego przypadkiem
nieprzemiennym zachÍcam do poczytania
o teorii reprezentacji.

nastÍpujπcπ definicjÍ: homomorfizmem nazwiemy takπ funkcjÍ h : G æ H
miÍdzy grupami G i H, øe h(g1 · g2) = h(g1) · h(g2) oraz h(g≠1

1 ) = h(g1)≠1 dla
wszystkich g1, g2 œ G. Stwierdzenie 1 faktycznie pokazywa≥o, øe wszystkie ciπg≥e
homomorfizmy z R w T sπ postaci x ‘æ e≠ixy dla pewnego y œ R. Podobnie ciπg≥e
homomorfizmy z T w T sπ postaci t ‘æ e≠ikt dla pewnego k œ Z. Nasuwa to
hipotezÍ, øe w ogólnym przypadku parametry transformaty Fouriera funkcji
okreúlonej na pewnej dziedzinie G odpowiadajπ ciπg≥ym homomorfizmom
z G w T .
Øeby jednak mówiÊ o homomorfizmach, dziedzina G musi byÊ wyposaøona
w dzia≥anie grupowe. Za≥oøymy wiÍc, øe G jest grupπ przemiennπ. Zamierzamy
rozwaøaÊ ciπg≥e homomorfizmy, wiÍc zak≥adamy, øe na G jest sensownie
zdefiniowane pojÍcie ciπg≥oúci (bÍdziemy takπ grupÍ nazywaÊ grupπ
topologicznπ). Nie bÍdziemy go tutaj precyzyjnie formu≥owaÊ, ale jest jasne,
czym jest ciπg≥oúÊ funkcji na prostej lub okrÍgu (albo ich produktach), a na
grupie dyskretnej, takiej jak Z z dodawaniem lub dowolnej grupie skoÒczonej,
kaøda funkcja jest ciπg≥a. W definicji transformaty Fouriera pojawia siÍ teø
ca≥ka lub suma, wiÍc w ogólnym przypadku potrzebujemy mieÊ na G miarÍ,
od której bÍdziemy wymagaÊ niezmienniczoúci na dzia≥anie grupowe – tak jak
miara podzbioru R (jego „d≥ugoúÊ”) nie zmienia siÍ po jego przesuniÍciu.
Czytelnikowi Zagubionemu wúród trudnych pojÍÊ wystarczy wiedzieÊ, øe miara
to coú, co pozwala zdefiniowaÊ ca≥kÍ rozumianπ jako pole pod wykresem funkcji.
W przypadku prostej lub okrÍgu naszπ miarπ jest miara Lebesgue’a, ca≥ka
wzglÍdem niej jest ca≥kπ w klasycznym rozumieniu. Na grupach dyskretnychWiÍcej o mierze i ca≥ce Lebesgue’a moøna

przeczytaÊ w �4
22. rozwaøamy miarÍ liczπcπ, ca≥ka wzglÍdem niej to jest po prostu suma.

Aby nie odstraszaÊ Czytelnika
Poczπtkujπcego, pozwoliliúmy sobie na
pewne uproszczenia we wprowadzonych
pojÍciach. Dla chcπcych mieÊ pe≥ny obraz:
transformatÍ Fouriera definiujemy dla
lokalnie zwartej grupy przemiennej
z miarπ Haara.

Wyposaøeni w przemiennπ grupÍ topologicznπ G z miarπ niezmienniczπ µ
i oznaczajπc przez ‚G zbiór ciπg≥ych homomorfizmów z G w T , moøemy teraz
zdefiniowaÊ transformatÍ Fouriera funkcji f : G æ C jako

‚f(fl) =
⁄

G

f(g)fl(g)dµ(g),

gdzie fl œ ‚G.WziÍcie sprzÍøenia homomorfizmu
w definicji transformaty jest kwestiπ
wygodnej umowy – na przyk≥ad przy niej
klasyczna notacja szeregów Fouriera jest
najbardziej intuicyjna.

Powyøej sprawdziliúmy juø, øe ta definicja jest zgodna z przypadkami
transformaty na prostej i na okrÍgu. Sprawdzenie przypadku transformaty na Zn
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(dyskretnej transformaty Fouriera) albo na Zn
2

(rozwiniÍcie Walsha–Fouriera) zostawiamy Czytelnikowi.

Przyjrzyjmy siÍ teraz przypadkowi Z, który jest o tyle
ciekawy, øe pozwoli nam dostrzec pewnπ dualnoúÊ. Jest
jasne, øe kaødy homomorfizm h : Z æ T jest ciπg≥y, øe
h(0) = 1 i øe h jest wyznaczony jednoznacznie przez
wartoúÊ h(1). Moøe byÊ to dowolna liczba postaci eit

dla t œ T (równieø dla t œ R, ale wtedy tracimy
jednoznacznoúÊ), co pokazuje, øe ‚Z moøna utoøsamiÊ
z T. Tak zdefiniowana transformata przypisuje
funkcji f : Z æ C funkcjÍ ‚f : T æ C danπ wzorem
f(t) =

q
k

f(k)e≠itk. Odpowiada wiÍc definiowaniu
funkcji okresowej poprzez jej szereg Fouriera.

Krótko o w≥asnoúciach

Zauwaømy jeszcze jednπ ciekawπ rzecz: w kaødym
rozwaøanym przypadku uzyskany zbiór ‚G ma naturalnπ
strukturÍ grupy, da siÍ na nim takøe zdefiniowaÊ pojÍcia
ciπg≥oúci i miary niezmienniczej. Co wiÍcej, naturalne

dzia≥anie grupowe w kaødym przypadku odpowiada
dzia≥aniu danemu wzorem (h1 · h2)(g) = h1(g) · h2(g).
To pozwala zdefiniowaÊ transformatÍ Fouriera równieø
na ‚G. Nasze wczeúniejsze rozwaøania dotyczπce
transformaty na Z, jak równieø obserwacja, øe fl ‘æ fl(g)
dla ustalonego g œ G zadaje ciπg≥y homomorfizm ‚G æ T ,
sugerujπ, øe ‚‚G moøna utoøsamiÊ z G.

I rzeczywiúcie, dla naszej ogólnej transformaty Fouriera
moøna udowodniÊ, øe transformata funkcji ‚f jest
(prawie) odwrotnπ transformatπ Fouriera, to znaczy
‚‚f(g) = f(g≠1). Zachodzπ teø inne kluczowe w≥asnoúci, do
których przywykliúmy w jej szczególnych przypadkach,
takie jak toøsamoúÊ Parsevala lub zamiana splotu
na mnoøenie punktowe i mnoøenia punktowego
na splot. Oczywiúcie ten artyku≥ stanowi tylko
krótkie wprowadzenie do tematu. Badanie w≥asnoúci
i zastosowaÒ transformaty Fouriera stanowi materia≥
na niejeden semestr zajÍÊ na studiach oraz lata badaÒ
naukowych.

Zadania

Przygotowa≥ Dominik BUREK

M 1783. WyznaczyÊ wszystkie trójki (a, b, c) dodatnich liczb ca≥kowitych, dla
których a + bc, b + ac, c + ab sπ liczbami pierwszymi i wszystkie dzielπ liczbÍ
(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1).
Rozwiπzanie na str. 10

M 1784. W zbiorze S zawierajπcym n elementów wybrano Â
Ô

2nÊ + 2 podzbiorów
tak, øe suma dowolnych trzech z nich jest równa S. UdowodniÊ, øe suma
pewnych dwóch z nich jest równa S.
Rozwiπzanie na str. 14

M 1785. Punkt P leøy wewnπtrz trójkπta ostrokπtnego ABC. Niech A1, B1, C1
bÍdπ punktami symetrycznymi do P wzglÍdem prostych BC, CA i AB. Za≥óømy,
øe w szeúciokπt AB1CA1BC1 moøna wpisaÊ okrπg. UdowodniÊ, øe

?BPC = ?CPA = ?APB.

Rozwiπzanie na str. 10

Przygotowa≥ Andrzej MAJHOFER

A B

P

C1

A1

B1

C

F 1097. Do badania struktury kryszta≥ów, poza promieniowaniem
rentgenowskim, stosuje siÍ takøe wiπzki elektronów. Obraz dyfrakcyjny
pozwalajπcy na „odczytywanie” struktury atomowej powstaje, gdy d≥ugoúÊ
fali, ⁄, wiπzki jest porównywalna ze sta≥ymi sieci krystalicznej (odleg≥oúciami
sπsiadujπcych atomów). Oszacuj, jaki jest wspó≥czynnik za≥amania, n, wiπzki
elektronów na powierzchni metalu w badaniach struktury krystalicznej.
Odleg≥oúci miÍdzyatomowe sπ rzÍdu kilku angstremów (kilka razy 10≠10 m),
masa elektronu me = 9,1 · 10≠31 kg, wartoúÊ ≥adunku elektronu e = 1,6 · 10≠19 C,
sta≥a Plancka h = 6,63 · 10≠34 Js, a typowa praca wyjúcia dla metali W ¥ 5 eV.
Rozwiπzanie na str. 6

F 1098. Wskaünik laserowy emituje úwiat≥o o d≥ugoúci fali ⁄ = 650 nm.
WiπzkÍ wskaünika skierowano na powierzchniÍ wody. Ile wynosi pÍd pw

fotonów wiπzki w wodzie? Wspó≥czynnik za≥amania wody n = 1, 33, sta≥a Plancka
h = 6,63 · 10≠34 Js.
Rozwiπzanie na str. 13
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