Euler spotyka Ramanujana
Jarostaw GORNICKI

Big Bang. Leonhard Euler (1707-1783) zablysnal w 1735 roku wzorem

S =
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Jego pierwsze uzasadnienie bylto bledne [2], ale intuicja magiczna. Dowdd, jaki
podal w Introductio. .. (1748), nie budzil juz zadnych watpliwosci. Tozsamo$é
Eulera wykazemy elementarnie.

Bogini Namagiri. Srinivasa Ramanujan (1887-1920) byl genialnym
samoukiem. Pozostawil okoto 3900 wzoréw matematycznych. Wielu z nich nikt
dotad nie potrafi udowodni¢. Dla Ramanujana byly one tak oczywiste, ze nie
widzial potrzeby ich uzasadniania (zob. Ajg). Mawial, Ze to bogini Namagiri

z Namakkal zawdziecza swe uzdolnienia matematyczne.

Dowéd wzoru Eulera (styl Ramanujana)
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Dla ,,mieczakéw”. Kto przegladal rekopisy Ramanujana (dostepne
w Internecie), wie, ze to mieszanka niezwykle oryginalnych, zaskakujacych
pomystéw i ukrytej gltebokiej wiedzy. Oto kilka podpowiedzi ulatwiajacych
zrozumienie podanego dowodu.
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(a) Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, wzoréw sin 2z = 2sinx cos  oraz
cosx = sin(z + T ), r € R, otrzymujemy:
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(b) Gdy k zmienia sie od 0 do 2™ — 1, to wartosci sin (2;311)” rozmieszczone sg

na wykresie funkcji sinz, x € (0,7), symetrycznie wzgledem prostej x = 7.

Rozwazymy argumenty nalezace do przedziatu (0, 7), tj. wartosci sin (22]9,”111)”

gdy k zmienia si¢ od 0 do 2"~! — 1. Stad mnozenie odpowiedniej sumy
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(c) GdyxE(O ) tosmx<x<tg$1tg2$ =7 = —— — 1, wige
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sin12z > :1:2 > szz — 1. Przyjmujac kolejno x = ( 2:;1)” k=0,1,...,2"1 —1,
dostajemy:
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